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Predgovor

U ovom radu je ispitana stabilnost stacionarne rotacije kelt-
skog kamena. Iako je qudno ponaxaǌe keltskog kamena uoqeno dav-
no, jox uvek nije potpuno razjaxǌeno ǌegovo kretaǌe. Prikaz
poznatih rezultata ove tematike se mo�e na�i u [5]. Sr� rada
je ispitivaǌe stabilnosti stacionarne rotacije keltskog kamena,
ali su u ǌemu dokazane mnoge teoreme koje imaju xiroku primenu.
Neki dokazi su ispisani detaǉno, iako su literaturi uglavnom
nepotpuni.

Rad je podeǉen u qetiri glave. U prvoj glavi su uvedeni poj-
movi kao xto su kruto telo, ugaona brzina, kinetiqki moment
i operator inercije koji su neophodni za razumevaǌe problema.
U poglavǉu 1.3 su izvedene jednaqine kretaǌa krutog tela po
ravni bez klizaǌa. U drugoj glavi je uveden pojam stabilnosti
kretaǌa, a dokazane su i teoreme koje se koriste u ispitivaǌu
stabilnosti kretaǌa keltskog kamena. U tre�oj glavi je ispitana
stabilnost stacionarne rotacije keltskog kamena i dobijeni su
uslovi stabilnosti. Qetvrta glava je dodatak u kome se jednaqine
kretaǌa keltskog kamena prevode u oblik pogodan za ispitivaǌe
stabilnosti.

Autor se ovim putem zahvaǉuje mentoru, prof. dr Sr�anu Vuk-
mirovi�u, kao i qlanovima komisije dr Borislavu Gaji�u i doc.
dr Tijani Xukilovi� na konstruktivnim kritikama i sugestija-
ma. Posebno se zahvaǉuje dr Borislavu Gaji�u koji mu je predlo-
�io temu i mnogo pomogao pri izboru literature. Tako�e, autor
se zahvaǉuje i porodici na pru�enoj podrxci tokom pisaǌa ovog
rada.
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Uvod

Neobiqno ponaxaǌe keltskog kamena se ogleda u prirodi ǌegove
rotacije. Naime, kada se keltski kamen koji se nalazi na povrxi
zarotira oko vertikalne ose u jednom smeru, rotacija �e biti
stabilna. Ako se, me�utim, zarotira u suprotnom smeru, rotacija
je nestabilna, a mo�e se dogoditi da u jednom trenutku poqne da
osciluje oko horizontalne ose, nakon qega meǌa smer rotacije.
Ovo se doga�a zbog asimetriqne raspodele mase u odnosu na geo-
metriju keltskog kamena. Kod nekih keltskih kamena je asimet-
rija takva da su rotacije u oba smera nestabilne, a mogu�a je
i promena smera rotacije vixe puta. Primeri kameǌa sa ovom
osobinom su na�eni na arheoloxkim nalazixtima Kelta, odakle
ime i potiqe. Takav predmet se mo�e napraviti i u ku�nim us-
lovima, na primer, od kaxike, tako xto joj se odseqe drxka, a
potom se na ostatak stavi plastelin u koji se utisne olovka pod
nekim uglom, da raspodela mase ne bi bila simetriqna u odnosu
na geometriju kaxike.
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1 Mehanika krutog tela

U ovoj glavi �e biti definisanii osnovni pojmovi vezani za
mehaniku krutog tela, kao i specifiqnosti potrebne za problem
koji se razmatra. Vixe o krutom telu se mo�e na�i u [2].

1.1 Kretaǌe taqke u pokretnom koordinatnom sistemu

Najpre se razmatra kretaǌe materijalne taqke - taqke kojoj je
dodeǉena masa i zakoni kretaǌa kako u inercijalnom, tako i u
neinercijalnom koordinatnom sistemu. Inercijalni koordinatni
sistem �e biti oznaqen malim slovom k, a koordinatni sistem
koji se kre�e u odnosu na ǌega velikim slovom K. Vektori �e biti
oznaqeni podebǉanim slovima: malim slovima za koordinatni sis-
tem k, a velikim za K, pa ako je radijus vektor neke taqke q u k,
onda �e radijus vektor te iste taqke u sistemu K biti oznaqen sa
Q.

1.1.1 Kretaǌe u inercijalnom koordinatnom sistemu

Neka je k inercijalni koordinatni sistem i neka je kretaǌe
materijalne taqke mase m odre�eno radijus vektorom q = q(t).
Tada je brzina taqke jednaka v(t) = q̇(t), a ubrzaǌe a(t) = q̈(t).
Kako je k inercijalni koordinatni sistem, va�i�e drugi ǋutnov
zakon, pa ako na materijalnu taqku deluje sila f , onda je mq̈ = f ,
tj. q̈ = f

m
.

1.1.2 Kretaǌe jednog koordinatnog sistema u odnosu na drugi

Definicija 1. Neka su k i K orijentisani euklidski prostori.
Kretaǌe prostora K u odnosu na k je preslikavaǌe Dt, koje je
glatko po t:

Dt : K → k,

i koje quva metriku i orijentaciju.

Definicija 2. Kretaǌe Dt se zove rotacija ako slika koordinatni
poqetak prostora K u koordinatni poqetak prostora k.
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Teorema 1. Svako kretaǌe Dt se mo�e jedinstveno napisati kao
kompozicija rotacije Bt : K → k i translacije Ct : k → k:

Dt = CtBt,

gde je Ctq = q + r(t).

Dokaz: Za r(t) = Dt0 i Bt = C−1
t Dt je Bt0 = C−1

t Dt0 = C−1
t r(t) = 0,

qime je dokazano da se Dt mo�e razlo�iti kao kompozicija trans-
lacije i rotacije. Kako je Dt = CtBt i Dt0 = CtBt0 = Ct0, onda mora
biti Bt = C−1

t Dt i r(t) = Dt0, qime je dokazana jedinstvenost. 2

1.1.3 Veza izme�u kretaǌa u dva koordinatna sistema

Neka je sada k nepokretan koordinatni sistem, a K pokretan i
neka je q(t) radijus vektor u k taqke koja se kre�e. Tada je:

q(t) = DtQ(t) = BtQ(t) + r(t). (1)

gde je Q(t) radijus vektor taqke u odnosu na pokretni koordinatni
sistem K.

Diferenciraǌem po vremenu se dobija:

q̇ = ḂQ+BQ̇+ ṙ. (2)

Ovde q̇ predstavǉa apsolutnu brzinu - brzinu u nepokretnom koor-
dinatnom sistemu, ṙ je brzina sistema K u odnosu na k, BQ̇ je
relativna brzina - brzina taqke u odnosu na pokretni sistem K
gledano iz k, a ḂQ predstavǉa prenosnu brzinu usled rotacije.
Da bi boǉe bila objaxǌena prenosna brzina usled rotacije, pos-
matra se rotaciono kretaǌe sistema K u odnosu na k. Neka u
sistemu K taqka miruje, tj. r(t) = 0 i Q̇(t) = 0. Tada je q̇ = ḂQ, a
kako je Q = B−1q, onda je q̇ = ḂB−1q = Aq, gde je A = ḂB−1 : k → k
linearan operator na k.

Lema 1. Operator A je antisimetriqan: AT + A = 0.

Dokaz: Kako je B : K → k ortogonalan operator, tada je BT =
B−1, pa se diferenciraǌem jednakosti BBT = E po vremenu dobija
ḂBT + BḂT = 0, ḂBT + (ḂBT )T = 0, a kako je BT = B−1, onda je
A = ḂB−1 = ḂBT , dakle A+ AT = 0. 2
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Lema 2. Svaki antisimetriqan operator na 3-dimenzionalnom ori-
jentisanom euklidskom prostoru je operator vektorskog mno�eǌa
fiksnim vektorom:

Aq = ω × q, ∀q ∈ R3.

Dokaz: Antisimetriqni operatori iz R3 u R3 formiraju linearan
prostor dimenzije 3, jer je antisimetriqna matrica dimenzija 3×3
odre�ena sa tri elementa iznad dijagonale. Operator mno�eǌa
vektorom ω ∈ R3 je linearan i antisimetriqan, a skup operatora
mno�eǌa vektorom ω za sve ω ∈ R3 formira linearan potprostor
svih antisimetriqnih operatora. Kako je i potprostor dimenzije
3, onda je jednak prostoru antisimetriqnih operatora. 2

Ovime je dokazana slede�a teorema:

Teorema 2. Ako sistem K rotira u odnosu na k i ako taqke miruju
u sistemu K, onda u svakom trenutku postoji vektor ω(t) ∈ k takav
da je prenosna brzina izra�ena formulom:

q̇ = ω(t)× q, ∀q ∈ k.

Na osnovu Lema 1 i 2 se dobija q̇ = ḂQ = Aq = ω × q. 2

Vektor ω se zove vektor trenutne ugaone brzine i na osnovu
prethodnog je jedinstveno odre�en.

Za problem koji �e biti razmatran (kruto telo) je od znaqaja
sluqaj kada je koordinatni sistem K vezan za telo koje se kre�e,
tj. u odnosu na K posmatrano telo miruje, xto znaqi da je Q̇ = 0.
U tom sluqaju je:

q̇ = ḂQ+ ṙ = ω × (q − r) + ṙ. (3)

Gde je ḂQ = ω×(q−r), jer se telo kre�e, pa se rotacijom B vektor
Q slika u q − r.
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1.2 Kruto telo

Definicija 3. Kruto telo je sistem materijalnih taqaka ogra-
niqenih vezama:

|qi − qj| = rij = const,

tj. rastojaǌe izme�u svake dve od ǌih je konstantno.

Definicija 4. Centar mase sistema materijalnih taqaka (ne samo
krutog tela) je taqka sa radijus vektorom qc, tako da va�i:(∑

i

mi

)
qc =

∑
i

miqi,

odnosno:

qc =

∑
i miqi∑
i mi

.

Veza izme�u sistema k i K je qi = DQi, a operator D je ortogona-
lan, a samim tim i linearan i ima inverz, pa je:

DQc =

∑
i miDQi∑

i mi

= D

∑
i miQi∑
i mi

,

Qc =

∑
i miQi∑
i mi

.

Dakle, definicija ne zavisi od izbora koordinatnog sistema. Ako
na taqku i deluje spoǉaxǌa sila f s

i , a unutraxǌe sile fij, gde je
sa fij oznaqena sila kojom deluje taqka j na taqku i, onda ubrzaǌe
taqke i iznosi:

q̈i =
f s
i +

∑
j fij

mi

,

a ubrzaǌe centra mase je:

q̈c =

∑
i miq̈i∑
imi

=

∑
i(f

s
i +

∑
j fij)∑

imi

=

∑
i f

s
i +

∑
i,j fij∑

imi

=

∑
i f

s
i∑

i mi

.

Posledǌa jednakost se dobija iz
∑

i,j fij = 0, jer je fij = −fji.
Dakle, na kretaǌe centra mase ne utiqu unutraxǌe sile, ve� samo
spoǉaxǌe. Ako je zbir spoǉaxǌih sila 0, onda se centar mase
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kre�e ravnomerno pravolinijski. Neka je O koordinatni poqetak
nepokretnog sistema k i neka su qi odgovaraju�i radijus vektori
materijalnih taqaka masa mi u sistemu k.

Definicija 5. Moment koliqine kretaǌa ili kinetiqki moment
u odnosu na taqku O taqke mase mi i qiji je radijus vektor qi je
vektor odre�en sa mi = qi×miq̇i. Kinetiqki moment sistema taqaka
u odnosu na taqku O je zbir pojedinaqnih kinetiqkih momenata
m =

∑
imi.

Zakon promene kinetiqkog momenta se dobija diferenciraǌem m
po t:

ṁ =
d

dt

∑
i

mi =
d

dt

∑
i

qi ×miq̇i =
∑
i

qi ×miq̈i +
∑
i

q̇i ×miq̇i

=
∑
i

qi ×

(
f s
i +

∑
j

fij

)
=
∑
i

qi × f s
i +

∑
i,j

qi × fij =
∑
i

qi × f s
i .

Posledǌa jednakost se dobija iz:∑
i,j

qi × fij =
1

2

∑
i,j

(qi × fij + qj × fji) =
1

2

∑
i,j

(qi × fij + qj × (−fij))

=
1

2

∑
i,j

(qi − qj)× fij.

Xto je jednako 0, jer sila fij deluje u pravcu prave odre�ene
taqkama i i j, dakle kolinearna je sa qi − qj. Veliqina ni = qi × f s

i

se zove moment sile f s
i u odnosu na taqku O. Zbir pojedinaqnih

momenata sila u odnosu na taqku O daje ukupan moment sila u
odnosu na taqku O: n =

∑
i ni. Stoga je izvod po vremenu kinetiqkog

momenta nekog sistema u odnosu na taqku O jednak ukupnom momentu
sila koje deluju na taj sistem u odnosu na taqku O. Kao xto je
pokazano, mogu se izostaviti unutraxǌe sile, jer one daju ukupan
moment 0.

Centar mase �e se kretati ravnomerno pravolinijski ako je
zbir spoǉaxǌih sila koje deluju na sistem materijalnih taqaka
(smt) jednak 0. U tom sluqaju postoji inercijalni koordinatni
sistem k sa koordinatnim poqetkom u centru mase smt-a (smt u
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ǌemu ne�e mirovati). Ako je i ukupan moment spoǉaxǌih sila
u odnosu na centar mase smt-a jednak 0, kinetiqki moment smt-
a u odnosu na centar mase �e biti konstantan. Ako na sistem
ne deluju nikakve spoǉaxǌe sile, mehaniqka energija sistema,
koja je jednaka zbiru kinetiqke i potencijalne energije, �e biti
konstantna. U sluqaju krutog tela, gde materijalne taqke ne mogu
da se kre�u jedna u odnosu na drugu, ako na telo ne deluju spo-
ǉaxǌe sile, potencijalna energija �e biti jednaka nuli, pa �e
mehaniqka energija biti jednaka kinetiqkoj.

1.2.1 Operator (tenzor) inercije

Neka je sada kruto telo slobodno da rotira oko koordinatnog
poqetka O inercijalnog koordinatnog sistema k i neka je koor-
dinatni sistem K fiksiran za telo, tako da mu je koordinatni
poqetak u O. Onda �e K rotirati oko k, operator D = B : K →
k je operator rotacije. Odgovaraju�i vektori �e biti oznaqeni
istim slovima: velikim kad se posmatraju u K, a malim kad se
posmatraju u k. Tako je:

• q ∈ k radijus vektor taqke u k,

• Q ∈ K radijus vektor taqke u K, q = BQ,

• v = q̇ ∈ k vektor brzine taqke u k,

• V ∈ K isti vektor posmatran iz K, v = BV (nije V = Q̇),

• ω ∈ k vektor ugaone brzine u k,

• Ω ∈ K vektor ugaone brzine posmatran iz K, ω = BΩ,

• m ∈ k vektor kinetiqkog momenta u k,

• M ∈ K vektor kinetiqkog momenta posmatran iz K, m = BM .

Poxto operator B : K → k quva rastojaǌe i orijentaciju, onda
quva i skalarni i vektorski proizvod. Iz definicije ugaone br-
zine, za taqku koja miruje u K va�i:

v = q̇ = ω × q,

10



pa je i:
V = Ω×Q.

Iz definicije kinetiqkog momenta taqke mase m u odnosu na O je:

m = q ×mv = m(q × (ω × q)),

pa je:
M = m(Q× (Ω×Q)).

Dakle, postoji linearan operator I : K → K, tako da je IΩ = M .
Ovaj operator zavisi od polo�aja Q izabrane taqke i od ǌene
mase m.

Lema 3. Operator I je simetriqan.

Dokaz: Neka su X i Y vektori iz K. Tada je:

⟨IX,Y ⟩ = m⟨(Q× (X ×Q)),Y ⟩ = m⟨Y ×Q,X ×Q⟩,

gde se posledǌa jednakost dobija iz osobine mexovitog proizvoda:
⟨a× b, c⟩ = ⟨c× a, b⟩. Sliqno je i

⟨X, IY ⟩ = ⟨IY ,X⟩ = m⟨X ×Q,Y ×Q⟩ = ⟨IX,Y ⟩,

dakle, operator I je simetriqan. 2

Zamenom Ω umesto X i Y se dobija ⟨IΩ,Ω⟩ = m⟨Ω×Q,Ω×Q⟩ =
m(Ω×Q)2, a kako je Ω×Q = V 2, va�i:

T =
1

2
⟨IΩ,Ω⟩ = 1

2
⟨M ,Ω⟩,

gde je sa T oznaqena kinetiqka energija. Ako se telo sastoji od
vixe taqaka Qi masa mi, va�i�e:

Teorema 3. Kinetiqki moment M krutog tela u odnosu na taqku
O zavisi linearno od ugaone brzine Ω, tj. postoji linearan ope-
rator I : K → K, IΩ = M . Operator I je simetriqan, a kinetiqka
energija tela je kvadratna forma po Ω:

T =
1

2
⟨IΩ,Ω⟩ = 1

2
⟨M ,Ω⟩.
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Dokaz: Kinetiqki moment tela je zbir kinetiqkih momenata poje-
dinaqnih taqaka, pa je:

M =
∑
i

Mi =
∑
i

IiΩ = IΩ,

gde je I =
∑

i Ii. Operator I je simetriqan kao zbir simetriqnih.
Sliqno se dobija i za kinetiqku energiju:

T =
∑
i

Ti =
∑
i

1

2
⟨Mi,Ω⟩ = 1

2
⟨M ,Ω⟩ = 1

2
⟨IΩ,Ω⟩. 2

Simetriqan operator I se zove operator (tenzor) inercije tela
u odnosu na taqku O. Kako je operator I simetriqan, ima�e 3
me�usobno upravna sopstvena vektora. Zaista, svakoj sopstvenoj
vrednosti �e odgovarati sopstveni vektor. Sopstvena vrednost
ne mo�e biti kompleksan broj, jer bi za sopstvenu vrednost a+ ib
postojao sopstveni vektor u+ iv ̸= 0. Tada bi bilo:

I(u+ iv) = (a+ ib)(u+ iv),

Iu+ iIv = au− bv + i(bu+ av),

Iu = au− bv,

Iv = bu+ av.

Me�utim, kako je operator I simetriqan, onda va�i:

0 = ⟨Iu,v⟩ − ⟨u, Iv⟩ = ⟨au− bv,v⟩ − ⟨u, bu+ av⟩ = −b(u2 + v2),

a kako je u + iv ̸= 0, onda mora da bude b = 0. Neka su sada I1, I2
i I3 sopstvene vrednosti, a E1, E2 i E3 odgovaraju�i jediniqni
sopstveni vektori. Kako je I simetriqan operator, za j ̸= k va�i:

Ij⟨Ej,Ek⟩ = ⟨IjEj,Ek⟩ = ⟨IEj,Ek⟩ = ⟨Ej, IEk⟩ = Ik⟨Ej,Ek⟩.

Ako su Ij i Ik razliqiti, onda je ⟨Ej,Ek⟩ = 0, tj. Ej i Ek su
me�usobno upravni. Ako je Ij = Ik, onda su svi vektori u ravni
odre�enoj sa Ej i Ek sopstveni sa sopstvenom vrednox�u Ij = Ik,
pa me�u ǌima postoje dva me�usobno upravna. Vektori E1, E2 i E3
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qine bazu prostora K, a u toj bazi operator inercije i kinetiqka
energija imaju oblik:

Mi = IiΩi,

T =
1

2
(I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3).

Ose odre�ene vektorima Ei se zovu glavne ose tela u taqki O.

Teorema 4. Ako kruto telo rotira oko fiksne taqke O ugaonom
brzinom Ω = ΩE (Ω = |Ω|) oko ose odre�ene jediniqnim vektorom
E, tada je kinetiqka energija

T =
1

2
IEΩ

2, gde je IE =
∑
i

mir
2
i ,

a ri je rastojaǌe i-te taqke od ose odre�ene vektorom E.

Dokaz: Po definiciji je T = 1
2

∑
i miv

2
i , a kako je |vi| = Ωri, onda je

T = 1
2
(
∑

i mir
2
i ) Ω

2. 2

Definicija 6. IE se zove moment inercije tela u odnosu na osu
odre�eu vektorom E:

IE =
∑
i

mir
2
i .

Iz jednakosti T = 1
2
(I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3) i prethodne teoreme

sledi da su sopstvene vrednosti Ii operatora inercije I u stvari
momenti inercije tela u odnosu na glavne ose odre�ene vektorima
Ei. Neka telo rotira oko ose odre�ene jediniqnim vektorom E
ugaonom brzinom Ω = E√

IE
. Tada je:

1

2
=

1

2
IEΩ

2 = T =
1

2
⟨IΩ,Ω⟩ = 1

2
(I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3).

Dakle, vektori Ω = E√
IE

formiraju elipsoid.

Definicija 7. Elipsoid {Ω : ⟨IΩ,Ω⟩ = 1} se zove elipsoid inercije
tela oko taqke O.
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Zapisano u bazi odre�enoj vektorima Ei elipsoid inercije ima
oblik:

I1Ω
2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3 = 1,

pa se glavne ose operatora inercije i elipsoida inercije pokla-
paju. Kinetiqki moment ima pravac normale na elipsoid inercije
u taqki preseka sa osom odre�enom vektorom ugaone brzine Ω:

M = I1Ω1E1 + I2Ω2E2 + I3Ω3E3 =
1

2
∇(I1Ω

2
1 + I2Ω

2
2 + I3Ω

2
3).

Teorema 5. Neka je u nekom trenutku kinetiqki moment tela mase
m u odnosu na ǌegov centar mase jednak m0. Ako je r vektor
polo�aja centra mase u odnosu na taqku O i ako se centar mase
kre�e brzinom v u odnosu na tu taqku, onda je kinetiqki moment
m tog tela u odnosu na taqku O jednak:

m = m0 +mr × v.

Dokaz: Neka je ri vektor polo�aja i-te taqke u odnosu na centar
mase. Tada je brzina te taqke u odnosu na O jednaka vi = v+ω×ri,
pa je:

m =
∑
i

mi(r + ri)× vi =
∑
i

mi(r + ri)× (v + ω × ri)

=
∑
i

mir × v +
∑
i

mir × (ω × ri) +
∑
i

miri × v +
∑
i

miri × (ω × ri)

= mr × v + r ×
∑
i

ω ×miri +

(∑
i

miri

)
× v +m0

= mr × v + r ×

(
ω ×

∑
i

miri

)
+ 0× v +m0

= mr × v + r × (ω × 0) +m0

= mr × v +m0. 2

U dokazu prethodne teoreme je korix�eno
∑

i miri = 0, xto
sledi iz definicije centra mase.
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1.2.2 Ojlerov sluqaj

Neka kruto telo rotira u odnosu na nepokretnu taqku O i neka
je jedina sila koja deluje na telo reakcija veze (sila koja telo
dr�i vezano za taqku O). Tada je moment sile u odnosu na taqku O
jednak 0, jer linija dejstva sile prolazi kroz O, pa je kinetiqki
moment m tela u odnosu na taqku O konstantan. Tada se vektor
M ∈ K meǌa tako da je m = BtM (t) = const.

Teorema 6. Vektor M = M (t) se meǌa po zakonu:

dM

dt
= M ×Ω. (4)

Dokaz: Posmatra se ”taqka” M(t) koja se kre�e u K. Iz m = BM
sledi:

ṁ = ḂM +BṀ ,

gde je ḂM prenosna brzina ”taqke” M , pa je na osnovu Teoreme
2:

ṁ = BṀ + ω ×m = B(Ṁ +Ω×M ).

Me�utim, kako je ṁ = 0, onda je Ṁ = M ×Ω. 2

Jednaqine1 (4) se zovu Ojlerove2 jednaqine, a mogu se posmat-
rati kao diferencijalne jednaqine po M (ili po Ω), poxto je
M = IΩ. Jednaqine (4) imaju dva prva integrala3:

E =
M2

1

2I1
+

M2
2

2I2
+

M2
3

2I3
i M2 = M2

1 +M2
2 +M2

3 .

E je konstantno iz zakona odr�aǌa energije, a M2 je konstantno,
jer je m konstantno i va�i m2 = M 2 = M2. Dakle, M je u preseku
sfere i elipsoida. Neka je I1 > I2 > I3. Rotacije konstantnom
ugaonom brzinom oko glavnih osa odre�enih vektorima E1, E2 i
E3 su rexeǌa jednaqina (4).

1Kada se raspixe po koordinatama, dobije se sistem od tri diferencijalne
jednaqine

2Leonhard Euler (1707–1783)
3Prvi integral sistema diferencijalnih jednaqina ẋ = v(x) definisanog

na U ⊂ Rn je (nekonstantna) glatka funkcija φ : U → R koja je konstantna du�
rexeǌa tog sistema, tj. za svako rexeǌe x = x(t) va�i φ(x(t)) = const.
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Definicija 8. Kretaǌe tela pri kome mu je ugaona brzina kons-
tantna (ω = const,Ω = const) se zove stacionarna rotacija.

Nijedna stacionarna rotacija kao kretaǌe nije stabilna, jer ako
se promeni samo intenzitet ugaone brzine, ma koliko mala da je
ta promena, posle dovoǉno vremena �e se ugao za koji se telo za-
rotiralo znaqajno promeniti. Me�utim, mo�e se posmatrati sta-
bilnost rexeǌa jednaqina (4), gde se umesto kretaǌa tela pos-
matra vektor kinetiqkog momenta M . Odgovaraju�a stacionarna
rexeǌa su M = MiEi, pri qemu su za I1 > I2 > I3 rexeǌa M =
M1E1 i M = M3E3 stabilna, a rexeǌe M = M2E2 je nestabilno.
Ovo se mo�e videti, jer je za M = M1E1 ili M = M3E3 presek
sfere i elipsoida skup od dve taqke, pri qemu jednoj od ǌih
odgovara kinetiqki moment M , a drugoj odgovara −M . Pri maloj
promeni poqetnih uslova, presek sfere i elipsoida se sastoji od
dve zatvorene krive bliske tim taqkama, pa �e i odgovaraju�i
kinetiqki moment biti blizu onog koji odgovara stacionarnoj
rotaciji. Kada je M = ME2 odgovaraju�i presek sfere i elip-
soida se sastoji iz dva kruga koji se seku u M i −M . Tada �e
se pri maloj promeni poqetnih uslova presek sfere i elipsoida
sastojati iz dve krive bliske tim krugovima, ali one ne�e biti
sadr�ane u maloj okolini taqke kojoj odgovara stacionarna ro-
tacija, pa ta stacionarna rotacija ne�e biti stabilna. Vixe o
stacionarnom kretaǌu se mo�e na�i u [4] i [7].

1.3 Kretaǌe krutog tela po povrxi

O

G

γ ρ
f

v

ω

r

Postoje razni modeli
za kretaǌe krutog tela
po povrxi. Ovde se raz-
matra neholonomni mo-
del, kada se konveksno
telo kre�e po horizon-
talnoj ravni bez kliza-
ǌa, tj. brzina taqke na
telu koja je u kontaktu
sa ravni ima brzinu 0.
Pretpostavǉa se da je
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povrx krutog tela glatka. Neka je O koordinatni poqetak
inercijalnog koordinatnog sistema k, G centar mase tela i neka
je koordinatni sistem K vezan za telo tako da mu je koordinatni
poqetak u centru mase tela G. Neka se centar mase kre�e brzinom
ṙ = v i neka telo rotira ugaonom brzinom ω. Vektor koji spaja
centar mase tela i taqku na telu koje je u kontaktu sa ravni
je oznaqen sa ρ. Neka je γ jediniqni vektor upravan na ravan i
usmeren na gore i neka ravan deluje na telo silom f . Na telo
deluje i gravitaciona sila −mgγ u centru mase. Neka su

V = B−1v, Ω = B−1ω, P = B−1ρ, Γ = B−1γ, F = B−1f

odgovaraju�i vektori u sistemu K. Iz jednakosti (3) i pretpos-
tavke da se telo kre�e po ravni bez klizaǌa sledi:

ṙ + ω × ρ = v + ω × ρ = 0,

pa je i:
V +Ω× P = 0. (5)

Ako je pri kretaǌu tela odgovaraju�i operator rotacije B : K →
k, onda �e operator B−1 : k → K slikati vektore iz k u odgovaraju-
�e vektore u K. Neka je q = q(t) ∈ k vektor u k, a Q = Q(t) ∈ K ǌemu
odgovaraju�i vektor u K. Tada je Q = B−1q, pa je Q̇ = Ḃ−1q+B−1q̇.
Imaju�i u vidu da ako K rotira u odnosu na k ugaonom brzinom
ω, onda �e k rotirati u odnosu na K ugaonom brzinom −ω gledano
iz k, tj. ugaonom brzinom −Ω gledano iz K. Na osnovu Teoreme 2
(ako prostori k i K zamene uloge), va�i:

Ḃ−1q = −Ω×Q = Q×Ω.

Sada je:
Q̇ = Q×Ω+B−1q̇. (6)

U inercijalnom sistemu k va�e ǋutnovi zakoni, pa je:

d

dt
(mv) = f −mgγ,

d

dt
(Iω) = ρ× f .
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Na osnovu (6), prethodne jednakosti u K imaju oblik:

d

dt
(mV ) = mV ×Ω+ F −mgΓ,

d

dt
(IΩ) = IΩ×Ω+ P × F .

(7)

Koriste�i jednakosti (5) i (7) dobija se:

d

dt
(IΩ) +mP × d

dt
(Ω× P )

= IΩ×Ω+ P × F +mP × d

dt
(−V )

= IΩ×Ω+ P × F − P × d

dt
(mV )

= IΩ×Ω+ P × F − P × (mV ×Ω+ F −mgΓ)

= IΩ×Ω−mP × (V ×Ω) +mgP × Γ

= IΩ×Ω+m⟨Ω,P ⟩Ω× P +mgP × Γ

= IΩ×Ω+ (mP × (Ω× P ))× Ω +mgP × Γ.

Imaju�i u vidu (5), jednakosti:

mP × (V ×Ω) = −m⟨Ω,P ⟩Ω× P

i:
(mP × (Ω× P ))×Ω = m⟨Ω,P ⟩Ω× P

se dobijaju koriste�i formulu za dvostruki vektorski proizvod:
a × (b × c) = b⟨a, c⟩ − c⟨a, b⟩. Neka je M kinetiqki moment tela u
odnosu na taqku dodira tela i ravni, gledano iz K. Tada je na
osnovu Teoreme 5:

M = M0 +m(−P )× V = IΩ+m(−P )× (Ω× (−P ))

= IΩ+mP × (Ω× P ).

Sada je:

Ṁ =
d

dt
(IΩ) +mP × d

dt
(Ω× P ) +mṖ × (Ω× P )

= M ×Ω+mṖ × (Ω× P ) +mgP × Γ.
(8)
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Kako je γ̇ = 0, na osnovu (6) je:

Γ̇ = Γ×Ω. (9)

Jednaqine (8) i (9) su diferencijalne jednaqine promenǉivih
M i Γ, gde bi trebalo vektor ugaone brzine Ω izraziti u funkciji
od M , a vektor P koji spaja centar mase i dodirnu taqku tela i
ravni bi trebalo izraziti u funkciji od Γ. Tada se dobija sistem
od 6 diferencijalnih jednaqina koji ima dva prva integrala:

E =
1

2
⟨M ,Ω⟩ −mg⟨P ,Γ⟩, ⟨Γ,Γ⟩ = 1.

Prvi je mehaniqka energija koja je konstantna, jer se telo kre�e
po ravni bez klizaǌa, pa sila treǌa ne vrxi rad, a drugi govori
da je Γ jediniqan vektor. Ako je F (P ) = 0 jednaqina povrxi tela,
onda je veza izme�u Γ i P data sa:

Γ = − ∇F (P )

|∇F (P )|
.
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2 Stabilnost

Za ispitivaǌe ponaxaǌa nekog mehaniqkog sistema se koristi
matematiqki model tog sistema. Zakoni kretaǌa se opisuju sis-
temom diferencijalnih jednaqina, koje su samo aproksimacija za-
kona kretaǌa. Zbog toga za ispitivaǌe stabilnosti kretaǌa me-
haniqkog sistema nije dovoǉno samo da se ispita stabilnost kre-
taǌa modela na kome va�e te diferencijalne jednaqine. Potrebno
je uzeti u obzir razliku izme�u modela i sistema. Ova razlika
se ispoǉava u promeni diferencijalnih jednaqina. Zato, da bi se
dao odgovor na pitaǌe da li �e mehaniqki sistem imati stabilno
kretaǌe, treba ispitati stabilnost modela pri promeni poqetnih
uslova i promeni diferencijalnih jednaqina. Treba napomenuti
da te promene mogu biti nepoznate, ali ako zadovoǉavaju odre�ene
uslove, u nekim sluqajevima je mogu�e odgovoriti na pitaǌe sta-
bilnosti kretaǌa mehaniqkog sistema. U daǉem tekstu �e i ma-
tematiqki model biti oslovǉen kao mehaniqki sistem ili samo
sistem.

Neka je kretaǌe mehaniqkog sistema opisano sistemom dife-
rencijalnih jednaqina:

dyi
dt

= Yi(t, y1, . . . , yn), (i = 1, . . . , n), (10)

gde su yi(i = 1, . . . , n) neki parametri vezani za kretaǌe kao xto su
koordinate, brzine i generalno, funkcije ovih veliqina.

Radi jednostavnijeg zapisa, veliqine yi(i = 1, . . . , n) �e ponekad
biti pisane podebǉanim slovima y = [y1, . . . , yn]

T . Mogu se pos-
matrati kao matrice dimenzije n × 1 i ne treba ih mexati sa
vektorima iz prethodne glave. Neka su y i y′ dve takve veliqine i
neka je |yi−y′i| rastojaǌe izme�u yi i y′i. Rastojaǌe izme�u y i y′ se
mo�e definisati kao zbir rastojaǌa izme�u yi i y′i, (i = 1, . . . , n),
a bi�e oznaqeno sa dist(y,y′). Dakle, dist(y,y′) =

∑n
i=1 |yi − y′i|.

Definicija 9. Kretaǌe mehaniqkog sistema kome odgovara par-
tikularno rexeǌe yi = ui(t), (i = 1, . . . , n), tj. (y = u(t)) je stabilno
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po ǈapunovu4 u odnosu na parametre yi(i = 1, . . . , n), ako:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀t > t0)(dist(y(t0),u(t0)) < δ ⇒ dist(y(t),u(t)) < ε),

gde je sa t0 oznaqen poqetni trenutak.

Da bi se ispitala stabilnost partikularnog rexeǌa y = u(t),
pogodno je uvesti smenu promenǉivih xi = yi−ui(t). Kao i malopre,
veliqine xi(i = 1, . . . , n) �e skra�eno biti obele�ene podebǉanim
slovom x = [x1, . . . , xn]

T . Sada se nad x mo�e definisati norma koja
�e biti oznaqena sa ∥x∥ tako da je ∥x∥ = dist(y,u(t)). Jednaqine
(10) u ovim koordinatama imaju oblik:

dxi

dt
= Xi(t, x1, . . . , xn)

= Yi(t, x1 + u1(t), . . . , xn + un(t))

− Yi(t, u1(t), . . . , un(t)), (i = 1, . . . , n),

(11)

ili kra�e zapisano:

dx

dt
= X(t,x)

= Y (t,x+ u(t))− Y (t,u(t)).
(12)

Partikularnom rexeǌu y = u(t) sistema diferencijalnih jedna-
qina (10) odgovara partikularno rexeǌe x ≡ 0 sistema dife-
rencijalnih jednaqina (12), a definicija stabilnosti u novim
koordinatama glasi:

Definicija 10. Kretaǌe mehaniqkog sistema je stabilno ako:

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀t > t0)(∥x(t0)∥ < δ ⇒ ∥x(t)∥ < ε).

Xto znaqi da bi kretaǌe bilo stabilno, treba da za svaku
ε-okolinu taqke 0 postoji δ-okolina taqke 0 tako da ako je x u
poqetnom trenutku u δ-okolini, onda nikad ne�e iza�i iz ε-oko-
line.

4Aleksándr Mihá�loviq L�punóv (1857–1918)
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Definicija 11. Kretaǌe pri kome je:

lim
t→∞

∥x(t)∥ = 0

se zove asimptotski stabilno.

Ovime se ispitivaǌe stabilnosti rexeǌa jednaqina (10) svodi
na ispitivaǌe stabilnosti ekvilibrijuma x ≡ 0 jednaqina (12).
Do sada su razmatrane jednaqine (10), mada one ne moraju biti
taqne jednaqine kretaǌa. Na sistem mogu da deluju i neke sile
koje nisu uzete u obzir, pa bi jednaqine kretaǌa imale oblik:

dy

dt
= Y (t,y) +R(t,y), (13)

gde R(t,y) predstavǉa nepoznat uticaj na mehaniqki sistem, a za
R(t,y) se mo�e pretpostaviti da je dovoǉno malo i da dozvoǉava
postojaǌe rexeǌa jednaqina (13). Kako je nemogu�e rexiti jed-
naqine (13), jer je R(t,y) nepoznato, za ispitivaǌe stabilnosti
treba odrediti uslove pri kojima �e rexeǌa jednaqina (10) biti
stabilna ako im se doda uticaj R(t,y).

Definicija 12. Za rexeǌe y = u(t) jednaqina (10) se ka�e da je
stabilno pri dejstvu nepoznatih uticaja R(t,y) ako za svako ε > 0
postoje dva broja δ1 > 0 i δ2 > 0 tako da za svako rexeǌe y′(t)
jednaqina (13) koje u poqetnom trenutku zadovoǉava:

dist(y′(t0)− u(t0)) < δ1,

va�i za svako t > t0:

dist(y′(t)− u(t)) < ε,

nezavisno od uticaja R(t,y) koji u oblasti {(t,y)| t > t0, dist(y −
u(t)) < ε} zadovoǉava:

∥R(t,y)∥ =
n∑

i=1

|Ri(t,y)| < δ2.
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2.1 Teoreme ǈapunova

Neka je x ≡ 0 rexeǌe jednaqina:

dxi

dt
= Xi(x1, . . . , xn), (i = 1, . . . , n), (14)

gde Xi(x), (i = 1, . . . , n) ne zavise od t. Stabilnost rexeǌa se pos-
matra u nekoj okolini taqke 0:

∥x∥ < h. (15)

Definicija 13. Funkcija V (x1, . . . , xn) = V (x) se zove

• definitna ako je V (x) konstantnog znaka za x ̸= 0 i V (0) = 0
u nekoj okolini ∥x∥ < h,

• semi-definitna ako je u nekoj okolini ∥x∥ < h V (x) nenega-
tivna ili nepozitivna funkcija i V (0) = 0, dakle mo�e da
bude V (x) = 0 i za x ̸= 0,

• nedefinitna ako V (x) uzima vrednosti razliqitog znaka u
svakoj okolini ∥x∥ < h.

Definitna funkcija koja uzima pozitivne vrednosti �e biti
oslovǉena kao pozitivno definitna, a ako uzima negativne vred-
nosti, bi�e oslovǉena kao negativno definitna. Sliqno �e i
semi-definitna funkcija biti oslovǉena kao pozitivno semi-de-
finitna ili negativno semi-definitna.

Neka je V = V (x) glatka funkcija promenǉivih x1, . . . , xn. Ako
je x = x(t) rexeǌe jednaqina (14), onda se i V (x) = V (x(t)) meǌa
po vremenu i va�i:

dV

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi

dxi

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi

Xi = W (x), (16)

pa je i dV
dt

funkcija po x koja postaje nula za x = 0.

Teorema 7. Ako je za jednaqine (14) mogu�e na�i definitnu funk-
ciju V (x) qiji je izvod po vremenu suprotnog znaka od V ili je
jednak 0, onda je x ≡ 0 stabilno rexeǌe jednaqina (14).
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Dokaz: Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je V (x)
pozitivno definitna i da je u oblasti (15) dV

dt
≤ 0. Neka je Uε

ε-okolina taqke 0, tj. Uε = {x| ∥x∥ < ε} tako da je ε < h i neka je
∂Uε = {x| ∥x∥ = ε} ǌena granica. Tada V na ∂Uε dosti�e minimum
ξ koji je strogo pozitivan, jer je V (x) = 0 samo za x = 0. Kako je
V (0) = 0, a V je neprekidna funkcija, onda postoji Uδ: δ-okolina
taqke 0 tako da va�i x ∈ Uδ ⇒ V (x) < ξ. Uδ je sadr�ano u Uε,
jer je Uδ birano tako da nema zajedniqkih taqaka sa ∂Uε. Neka je
x(t0) ∈ Uδ, tada je V (x(t0)) < ξ. Ako bi x(t) izaxlo iz Uε, onda
bi u nekom trenutku t1 x(t) doxlo prvi put do ∂Uε. Me�utim, to
je nemogu�e, jer bi do tog trenutka x(t) bilo u Uε, pa bi bilo
dV
dt

≤ 0, tj. va�ilo bi V (x(t1)) ≤ V (x(t0)) < ξ. Ovime je dokazano da
ono rexeǌe koje poqiǌe u Uδ zauvek ostaje u Uε. 2

Teorema 8. Ako je za jednaqine (14) mogu�e na�i definitnu funk-
ciju V (x) qiji je izvod po vremenu tako�e definitna funkcija,
ali suprotnog znaka od V , onda je x ≡ 0 asimptotski stabilno
rexeǌe jednaqina (14).

Dokaz: Bez gubǉeǌa opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je V (x)
pozitivno definitna i da je dV

dt
negativno definitna. Ako su ob-

lasti Uδ i Uε kao iz dokaza prethodne teoreme, onda �e svako
rexeǌe koje poqiǌe u Uδ ostati u Uε, dakle rexeǌe je stabilno.
Treba dokazati da za svaku ρ - okolinu Uρ taqke 0, postoji trenutak
od kada rexeǌe x = x(t) koje je poqelo u Uδ zauvek ostaje u Uρ. Na
osnovu dokaza prethodne teoreme postoji δ′ > 0 i odgovaraju�a
okolina Uδ′, tako da ako rexeǌe x = x(t) u nekom trenutku u�e u
okolinu Uδ′ zauvek ostaje u Uρ. Pretpostavimo suprotno, da x(t)
nikada ne�e u�i u okolinu Uδ′. Tada bi x(t) bilo u kompaktnom
skupu Uε \ Uδ′ na kome funkcija dV

dt
dosti�e maksimum −ν < 0. Me-

�utim, to je nemogu�e, jer bi bilo V (t) < V (t0)− ν(t− t0), pa bi za
dovoǉno veliko t funkcija V (t) bila negativna. To znaqi da �e x(t)
u nekom trenutku u�i u Uδ′, a od tog trenutka �e zauvek ostati u
Uρ. Kako je okolina Uρ proizvoǉno mala, ovime je dokazana asimp-
totska stabilnost rexeǌa x ≡ 0. 2

Prethodne dve teoreme su teoreme ǈapunova koje govore o sta-
bilnosti rexeǌa x ≡ 0. Naredne dve teoreme govore pri kojim
uslovima je rexeǌe x ≡ 0 nestabilno.
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Teorema 9. Ako je za jednaqine (14) mogu�e na�i funkciju V (x)
qiji je izvod po vremenu dV

dt
definitna funkcija, a funkcija V je

ili nedefinitna, ili definitna (odnosno semi-definitna) istog
znaka kao i dV

dt
onda je x ≡ 0 nestabilno rexeǌe jednaqina (14).

Dokaz: Neka je ∥x∥ < h okolina u kojoj je dV
dt

definitna i neka
je u ǌoj sadr�ano zatvoreǌe Uε ε-okoline taqke 0. Bez gubǉeǌa
opxtosti, mo�e se pretpostaviti da je dV

dt
pozitivno definitna.

Iz uslova teoreme, u svakoj Uδ: δ-okolini taqke 0 postoji x0 ∈
Uδ tako da je V (x0) > 0. Kako je V neprekidna i V (0) = 0, onda
postoji okolina Uδ′ taqke 0 tako da za x ∈ Uδ′ va�i V (x) < V (x0).
Pozitivno definitna funkcija dV

dt
na kompaktnom skupu Uε \ Uδ′

dosti�e minimum ν > 0. Neka je x = x(t) rexeǌe jednaqina (14)
sa poqetnim uslovom x(t0) = x0. Tada je V (t) = V (x(t)) rastu�a
funkcija, pa ne mo�e x(t) da u�e u okolinu Uδ′ xto znaqi da je
dV
dt

≥ ν. Rexeǌe x = x(t) �e u nekom trenutku iza�i iz oblasti
Uε, jer bi pod suprotnom pretpostavkom V (x(t)) bilo ograniqeno
maksimumom funkcije V na Uε. To me�utim nije mogu�e, jer je
V (x(t)) > V (x(t0))+ν(t−t0). Ovime je dokazano da za svaku δ-okolinu
taqke 0 postoji rexeǌe x koje u ǌoj poqiǌe, a izlazi iz okoline
Uε. 2

Teorema 10. Ako je za jednaqine (14) mogu�e na�i funkciju V (x)
(koja nije identiqki jednaka nuli ni u jednoj okolini taqke 0)
qiji je izvod po vremenu dV

dt
oblika:

dV

dt
= λV +W,

gde je λ > 0, a W = W (x) je ili identiqki jednako nuli, ili je
semi-definitna (ili definitna) funkcija, a u tom sluqaju je V
takva da u svakoj okolini taqke 0 uzima izme�u ostalog i vrednos-
ti istog znaka kao i W , onda je x ≡ 0 nestabilno rexeǌe jednaqina
(14).

Dokaz: Neka je ∥x∥ < h okolina u kojoj je W semi-definitna i
neka je u ǌoj sadr�ano zatvoreǌe Uε ε-okoline taqke 0. Mo�e se
pretpostaviti da je W pozitivno semi-definitna. Tada je:

dV

dt
≥ λV.
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Neka je Uδ proizvoǉna okolina taqke 0. Po pretpostavci postoji
x0 ∈ Uδ tako da je V (x0) > 0. Kako je dV

dt
≥ λV , onda je V rastu�a

za V > 0. Ako je x = x(t) rexeǌe takvo da je x(t0) = x0, imaju�i
u vidu da je V (x0) > 0, V �e biti pozitivna i rastu�a, pa je
V (x(t)) > V (x(t0)) = V (x0). Sada je dV

dt
≥ λV ≥ λV (x0), pa je V (x) ≥

V (x0) + (t − t0)λV (x0). Funkcija V dosti�e maksimum na Uε, xto
znaqi da �e u nekom trenutku V (x) biti ve�e od tog maksimuma,
tj. x �e iza�i iz Uε. Kako je okolina Uδ proizvoǉno mala, rexeǌe
x ≡ 0 je nestabilno rexeǌe jednaqina (14). 2

Definicija 14. Funkcija V = V (x) iz prethodnih teorema se zove
ǈapunovǉeva funkcija za sistem diferencijalnih jednaqina (14).

2.2 Forme m-tog reda

Ne postoji opxti metod za konstrukciju ǈapunovǉevih funkci-
ja, a razliqiti problemi imaju razliqite osobenosti koje ponekad
omogu�avaju konstrukciju ǈapunovǉevih funkcija. Kod sistema
linearnih diferencijalnih jednaqina je pogodno koristiti forme.

Definicija 15. Funkcija V = V (x1, . . . , xn) je forma m-tog reda,
ako je:

V =
∑

m1,...,mn

am1,m2,...,mnx
m1
1 xm2

2 · · · xmn
n ,

gde su mi (i = 1 . . . , n) nenegativni celi brojevi i va�i m1 +m2 +
· · ·+mn = m.

Iz definicije sledi da ako je V forma m-tog reda, onda je
V (λx) = λmV (x). Ako je sistem diferencijalnih jednaqina koji se
razmatra linearan:

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn, (17)

pri V (t) = V (x(t)), gde je x(t) rexeǌe sistema diferencijalnih
jednaqina (17), tada je:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn)
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tako�e forma m-tog reda. Pretpostavimo da se tra�i forma V
tako da je zadovoǉeno:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = λV, (18)

gde je λ konstanta. Neka je najpre m = 1, tj. V je forma prvog reda:

V = a1x1 + · · ·+ anxn.

Zamenom u (18) se dobija:

n∑
j=1

aj(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = λ(a1x1 + · · ·+ anxn).

Izjednaqavaǌe koeficijenata uz xi (i = 1, . . . , n) daje:
p11a1 + p21a2 + . . . + pn1an
p12a1 + p22a2 + . . . + pn2an
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
p1na1 + p2na2 + . . . + pnnan

 = λ


a1
a2
...
an

 ,

ili kra�e:
P Ta = λa,

gde je

P =


p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn

 , a =


a1
a2
...
an

 .

Da bi postojalo a ̸= 0 koje zadovoǉava ovo, potrebno i dovoǉno
je da bude:

D(λ) = det(P T − λE) = det(P − λE) = 0. (19)

Dakle, da bi postojala linearna forma V koja zadovoǉava jed-
naqinu (18) potrebno je i dovoǉno da λ bude sopstvena vrednost
matrice P . Neka je sada V forma m-tog reda, m > 1. Neka je sa
N oznaqen broj qlanova forme m-tog reda. Iz definicije forme
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m-tog reda sledi da je N jednako broju kombinacija nenegativnih
celih brojeva m1, . . . ,mn za koje va�i m1 + · · ·+mn = m. Sada je:

∂V

∂xj

=
∑

m1+···+mn=m

mjam1,m2,...,mnx
m1
1 · · ·xmj−1

j · · ·xmn
n .

Neka je N koeficijenata am1,m2,...,mn pore�ano nekim redom i neka su
oznaqeni sa a1, . . . , aN . Tada se ubacivaǌem prethodne jednakosti
u (18) i izjenaqavaǌem qlanova istog oblika dobija:

Ai1a1 + Ai2a2 + · · ·+ AiNaN = λai, (i = 1, 2, . . . , N), (20)

gde su Aij neke konstante koje su linearna kombinacija koeficije-
nata pkl. Da bi sistem (20) imao rexeǌe razliqito od trivijalnog
(a1 = a2 = . . . = an = 0), potrebno je i dovoǉno da λ zadovoǉava
jednaqinu:

Dm(λ) = det


A11 − λ A12 . . . A1N

A21 A22 − λ . . . A2N

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
AN1 AN2 . . . ANN − λ

 = 0, (21)

pa u tom sluqaju jednaqinu (18) zadovoǉava forma m-tog reda.
Postoji veza izme�u korena jednaqine (21) i korena karakteris-
tiqne jednaqine (19).

Teorema 11. Svi koreni jednaqine (21) su definisani sa:

λ = m1λ1 +m2λ2 + · · ·+mnλn, (22)

gde su λ1, λ2, . . . , λn koreni karakteristiqne jednaqine (19), a m1,
m2, . . . ,mn su nenegativni celi brojevi za koje va�i:

m1 +m2 + · · ·+mn = m.

Dokaz: Kao xto je pokazano, svakom korenu λk karakteristiqne
jednaqine odgovara bar jedna linearna forma Vk koja zadovoǉava
(18). Tada je:

dVk

dt
=

n∑
j=1

∂Vk

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = λkVk, (k = 1, 2, . . . , n).
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Neka je V forma m-tog reda definisana sa:

V = V m1
1 V m2

2 · · ·V mn
n .

Sada je izvod po vremenu ove forme:

dV

dt
= m1V

m1−1
1 V m2

2 · · ·V mn
n

dV1

dt
+ · · ·+mnV

m1
1 V m2

2 · · ·V mn−1
n

dVn

dt
= (m1λ1 +m2λ2 + · · ·+mnλn)V.

Dakle, forma V m-tog reda zadovoǉava jednaqinu (18), za vrednost
λ = m1λ1+m2λ2+ · · ·+mnλn. Ovime je dokazano da su sve vrednosti
oblika (22) koreni jednaqine (21). Treba jox dokazati da su svi
koreni jednaqine (21) oblika (22). Ako su sve vrednosti oblika
(22) me�usobno razliqite, onda korena oblika (22) ima onoliko
koliko ima nenegativnih celih brojeva m1,m2, . . . ,mn za koje va�i
m1 +m2 + · · ·+mn = m. To je, me�utim, bax jednako N , koliko ima
i korena jednaqine (21). Neka su koeficijenti pjk iz (17) takvi
da nisu sve vrednosti oblika (22) me�usobno razliqite. Treba
dokazati da me�u korenima jednaqine (21) nema onih koji nisu
obuhva�eni izrazom (22). Pretpostavimo suprotno, da je λ = Λ
jedan takav koren jednaqine (21). Neka je α modul razlike Λ i ǌemu
najbli�e vrednosti oblika (22). Tada je α strogo pozitivan broj.
Pri promeni koeficijenata pjk koeficijentima p′jk, jednaqina (19)
�e biti zameǌena jednaqinom D′(λ) = 0. Neka su λ′

1, λ
′
2, . . . , λ

′
n ǌeni

koreni. Jednaqina (21) �e biti zameǌena jednaqinom D′
m(λ) = 0.

Razlika izme�u korena jednaqine D′
m(λ) = 0 i korena jednaqine

Dm(λ) = 0 mo�e da bude proizvoǉno mala pri dovoǉno maloj
razlici koeficijenata pkl i p′kl. Konkretno, postoja�e koren jedna-
qine D′

m(λ) = 0 koji je proizvoǉno blizu vrednosti Λ. Me�utim,
koeficijenti p′kl se mogu izabrati tako da me�u brojevima:

m1λ
′
1 +m2λ

′
2 + · · ·+mnλ

′
n, (m1 +m2 + · · ·+mn = m), (23)

nema jednakih. To znaqi, da su svi koreni jednaqine D′
m(λ) = 0

oblika (23). Sa druge strane, Λ je proizvoǉno blizu jednom od
ǌih, a svaki koren m1λ

′
1 +m2λ

′
2 + · · ·+mnλ

′
n jednaqine D′

m(λ) = 0 je
proizvoǉno blizu korenu m1λ1+m2λ2+· · ·+mnλn jednaqine Dm(λ) =
0. To znaqi da je Λ proizvoǉno blizu nekog korena jednaqine
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Dm(λ) = 0, xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da je rastojaǌe
izme�u Λ i ǌemu najbli�eg korena jednaqine Dm(λ) = 0 jednako
α > 0. Dakle, i u ovom sluqaju su svi koreni jednaqine (21) oblika
(22). 2

Neka je U(x1, . . . , xn) data forma m-tog reda. Treba prona�i
formu istog reda koja zadovoǉava:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = U. (24)

Neka su koeficijenti forme V oznaqeni kao i ranije: a1, a2, . . . , aN
i neka su b1, b2, . . . , bN koeficijenti forme U . Izjednaqavaju�i qla-
nove istog oblika, dobija se:

Ai1a1 + Ai2a2 + · · ·+ AiNaN = bi, (i = 1, 2, . . . , N), (25)

gde se (25) razlikuje od (20) samo sa desne strane jednakosti.
Determinanta ovog sistema se poklapa sa Dm(0), a ako se razlikuje
od nule, onda �e postojati jedinstveni a1, . . . , aN koji zadovoǉavaju
(25). U tom sluqaju postoji jedinstvena forma m-tog reda V koja
zadovoǉava (24). Kako su svi koreni polinoma Dm(λ) odre�eni
izrazom (22), va�i�e slede�a teorema.

Teorema 12. Ako su koreni λj karakteristiqne jednaqine (19) tak-
vi da izraz (22) nije nula ni za jednu kombinaciju nenegativnih
celih brojeva m1,m2, . . . ,mn za koje je m1 +m2 + · · ·+mn = m, onda
za svaku formu m-tog reda U(x1, . . . , xn) postoji jedinstvena forma
m-tog reda V (x1, . . . , xn), tako da je zadovoǉena jednaqina (24).

Jox neke osobine formi m-tog reda koje �e biti potrebne u
nastavku su date slede�im lemama.

Lema 4. (Ojlerova teorema o homogenim funkcijama [12]) Neka je
funkcija V (x1, . . . , xn) takva da je V (λx1, . . . , λxn) = λmV (x1, . . . , xn).
Tada va�i:

n∑
i=1

∂V

∂xi

xi = mV.
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Dokaz: Neka je x′
i = αxi i neka su vrednosti x1, x2, . . . , xn fiksirane.

Tada je:

V (x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) = αmV (x1, x2, . . . , xn),

d

dα
V (x′

1, x
′
2, . . . , x

′
n) =

d

dα
αmV (x1, x2, . . . , xn),

n∑
i=1

∂V

∂x′
i

(x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n)
dx′

i

dα
= mαm−1V (x1, x2, . . . , xn),

n∑
i=1

∂V

∂x′
i

(x′
1, x

′
2, . . . , x

′
n)xi = mαm−1V (x1, x2, . . . , xn).

Stavǉaju�i α = 1 dobija se tra�ena jednakost. 2

Neka je V (x1, . . . , xn) forma m-tog reda i neka je funkcija W (x1,
, . . . , xn) takva da je W (0) = 0 i neka u oblasti ∥x∥ < h zadovoǉava
nejednakost:

W (x) < A(|x1|+ · · ·+ |xn|)m = A∥x∥m.

Za ono xto sledi, pojmovi definitnost, semi-definitnost i nede-
finitnost �e se gledati u oblasti ∥x∥ < h.

Lema 5. Ako je V definitna forma m-tog reda, onda �e i funkcija:

U(x) = V (x) +W (x)

tako�e biti definitna i istog znaka kao i V , gde je W u oblasti
∥x∥ < h takva da va�i W (x) < A∥x∥m, a A je dovoǉno mali broj
koji zavisi od samo od V . Ako je V nedefinitna, onda �e pri istim
uslovima i funkcija U biti nedefinitna.

Dokaz: Neka je x = ρα, gde je ∥α∥ = 1. Tada je:

U(x) = ρmV (α) +W (ρα).

Ako je V definitna, mo�e se bez umaǌeǌa opxtosti pretpostaviti
da je pozitivno definitna. Za dovoǉno malo ρ �e biti ∥x∥ < h,
pa va�i:

W (ρα) < Aρm∥α∥m = Aρm.
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Neka je l minimum funkcije V (α), (∥α∥ = 1). Kako je V pozitivno
definitna, l je strogo ve�e od nule i zavisi samo od forme V .
Me�utim, tada je za A < l funkcija U(x) pozitivno definitna za
∥x∥ < h. Ako je forma V nedefinitna, tada postoje α1 i α2, takvi
da je V (α1) = a > 0 i V (α2) = −b < 0. Tada je za A < min{a, b} i
funkcija U(x) nedefinitna. 2

Lema 6. Definitnost ili nedefinitnost forme se quva ako joj se
doda forma istog reda sa dovoǉno malim koeficijentima.

Dokaz: Ovo sledi direktno iz prethodne leme imaju�i u vidu da
svaka forma m-tog reda W zadovoǉava nejednakost W (x) < A∥x∥m,
a pozitivan broj A mo�e da bude proizvoǉno mali ako su dovoǉno
mali koeficijenti forme W . 2

Neka je V (x) funkcija koja se mo�e razviti u red u nekoj oko-
lini taqke x = 0, tako da poqiǌe qlanovima m-tog reda. Tada se
mo�e napisati:

V (x) = Vm(x) + V ′(x),

gde je Vm forma m-tog reda, a V ′ predstavǉa sumu qlanova vixeg
reda. Funkcija V ′(x) se mo�e posmatrati kao forma m-tog reda
qiji su koeficijenti funkcije po x, koje postaju nula za x = 0.
Zato �e u dovoǉno maloj oblasti ∥x∥ < h ti koeficijenti biti
proizvoǉno mali, pa na osnovu prethodne leme va�i slede�a.

Lema 7. Ako je Vm definitna forma, onda �e i funkcija V biti
definitna u dovoǉno maloj okolini ∥x∥ < h1, a ako je Vm nedefi-
nitna, onda �e i funkcija V biti nedefinitna u dovoǉno maloj
okolini ∥x∥ < h2.

2.3 Stabilnost rexeǌa sistema diferencijalnih jednaqina

Neka je dat sistem diferencijalnih jednaqina:

dxj

dt
= X ′

j(x1, . . . , xn), (j = 1, 2, . . . , n), (26)

koji ima partikularno rexeǌe x ≡ 0 (xj ≡ 0; j = 1, 2, . . . , n). Ako
se zna opxte rexeǌe jednaqina (26), nije problem ispitati sta-
bilnost partikularnog rexeǌa x ≡ 0. Me�utim, mali je broj
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sistema diferencijalnih jednaqina za koji se zna opxte rexeǌe.
Zato je potrebno na�i drugi naqin da se ispita stabilnost. Jedan
od naqina je aproksimacija sistema diferencijalnih jednaqina
linearnim sistemom. Neka je:

dxj

dt
= X ′

j(x1, . . . , xn) = pj1x1+· · ·+pjnxn+Xj(x1, . . . , xn), (j = 1, 2, . . . , n),

gde se Xj(x) = Xj(x1, . . . , xn) u oblasti:

∥x∥ < h

mo�e razviti u red promenǉivih x1, . . . , xn koji poqiǌe qlanovima
stepena ne maǌeg od dva. Tada se sistemu diferencijalnih jedna-
qina (26) pridru�uje linearan sistem:

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn (j = 1, 2, . . . , n). (27)

Sistem linearnih diferencijalnih jednaqina (27) se zove linea-
rizacija sistema (ili linearizovan sistem) diferencijalnih jed-
naqina (26). Sada se mo�e ispitivati stabilnost rexeǌa x ≡ 0
linearizovanog sistema. Treba napomenuti da partikularno re-
xeǌe x ≡ 0 jednaqina (26) ne mora da bude stabilno, qak i kad je
x ≡ 0 stabilno rexeǌe sistema jednaqina (27). Neka je:

dx

dt
= −y + ax3,

dy

dt
= x+ ay3,

gde je a konstanta. Neka je x = x(t), y = y(t) rexeǌe tog sistema.
Tada je izvod funkcije x2(t) + y2(t) po t jednak:

d

dt
(x2(t) + y2(t)) = 2x(t)(−y(t) + ax3(t)) + 2y(t)(x(t) + ay3(t))

= 2a(x4(t) + y4(t)).

Kako je 2(x4 + y4) = (x2 + y2)2 + (x2 − y2)2 ≥ (x2 + y2)2, za a > 0 va�i
d
dt
(x2(t) + y2(t)) ≥ a(x2 + y2)2, pa �e funkcija x2(t) + y2(t) rasti, a

ǌen izvod je ograniqen odozdo sa a(x2(t0)+y2(t0))
2 ≤ a(x2(t)+y2(t))2.
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Dakle, x2(t)+y2(t) neograniqeno raste. Ako je sa druge strane a < 0,
onda �e x2(t) + y2(t) opadati i te�iti nuli. U oba sluqaja (a > 0
i a < 0) linearizovan sistem glasi:

dx

dt
= −y,

dy

dt
= x,

a ǌegovo rexeǌe je:

x = x0 cos t− y0 sin t,

y = x0 sin t+ y0 cos t,

gde su x0 i y0 poqetne vrednosti veliqina x(t) i y(t) (za t = 0).
Dakle, linearizovan sistem je stabilan, a stabilnost poqetnog
sistema zavisi od veliqina vixeg reda. Iako ne mora uvek sta-
bilnost sistema diferencijalnih jednaqina da bude ista kao i
linearizovanog sistema, pri odre�enim uslovima �e biti. Zbog
toga se najpre razmatra stabilnost linearnih sistema diferen-
cijalnih jednaqina.

2.3.1 Stabilnost rexeǌa linearnih sistema

Neka je dat sistem linearnih diferencijalnih jednaqina:

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn, (j = 1, 2, . . . , n),

ili kra�e
dx

dt
= Px. (28)

Rexeǌe sistema linearnih diferencijalnih jednaqina (28) sa po-
qetnim uslovom x(t0) = x0 je x(t) = e(t−t0)Px0. Ako svi koreni
karakteristiqne jednaqine:

det(P − λE) (29)

imaju negativne realne delove onda je rexeǌe x ≡ 0 asimptotski
stabilno, a ako postoji bar jedan koren karakteristiqne jednaqine
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sa pozitivnim realnim delom, onda je rexeǌe x ≡ 0 nestabilno.5

Za konstrukciju ǈapunovǉevih funkcija sistema linearnih di-
ferencijalnih jednaqina, pogodno je koristiti forme.

Teorema 13. Ako su realni delovi svih korena karakteristiqne
jednaqine (29) negativni, i ako je data definitna forma U(x1, . . . ,
, xn), onda postoji taqno jedna forma V (x1, . . . , xn) istog reda koja
zadovoǉava jednaqinu:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = U, (30)

a ta forma je tako�e definitna i suprotnog je znaka od U .

Dokaz: Kako je realan deo svakog korena λi karakteristiqne jed-
naqine negativan, izraz (22) ne�e biti jednak nuli ni za jednu
kombinaciju nenegativnih celih brojeva m1, . . . ,mn, takvih da je
m1 + · · · +mn = m, pa su uslovi Teoreme 12 zadovoǉeni. To znaqi
da postoji jedinstvena forma V (x1, . . . , xn) koja zadovoǉava (30).
Treba jox dokazati da je V definitna i suprotnog znaka od U .
Ne umaǌuju�i opxtost, mo�e se pretpostaviti da je U negativno
definitna. Ako bi forma V uzimala negativne vrednosti, onda
bi na osnovu Teoreme 9 rexeǌe x ≡ 0 bilo nestabilno, xto je
suprotno pretpostavci. Ako forma V ne uzima negativne vrednos-
ti, ali je semi-definitna, onda bi moglo da se na�e x0 ̸= 0, tako
da je V (x0) = 0. Tada bi za rexeǌe x = x(t) sa poqetnim uslovom
x(t0) = x0 u poqetnom trenutku t0 va�ilo V = 0 i dV

dt
< 0, xto je

nemogu�e, jer je V pozitivno semi-definitna. Preostaje jedino da
je V pozitivno definitna. 2

Forma V iz prethodne teoreme zadovoǉava uslove Teoreme 8,
pa predstavǉa ǈapunovǉevu funkciju. U sluqaju da su realni
delovi svih korena karakteristiqne jednaqine (29) negativni, za
konstrukciju ǈapunovǉeve funkcije je dovoǉno izabrati defi-
nitnu formu U , na osnovu koje se konstruixe V . Kako je raqun
kojim se od U dobija V komplikovaniji za forme vixeg reda,
pogodno je za U izabrati kvadratnu formu. U sluqaju da postoji

5Definicija za eA kad je A matrica, kao i uslovi stabilnosti linearnog
sistema diferencijalnih jednaqina se mogu na�i u [1].
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koren karakteristiqne jednaqine (29) kome je realan deo poziti-
van, va�e slede�e teoreme.

Teorema 14. Ako postoji koren karakteristiqne jednaqine (29)
sa pozitivnim realnim delom i ako su koreni karakteristiqne
jednaqine takvi da:

m1λ1 +m2λ2 + · · ·+mnλn

nije nula ni za jednu kombinaciju nenegativnih celih brojeva
m1, . . . ,mn, pri m1 + · · · +mn = m, onda za svaku definitnu formu
m-tog reda U postoji jedinstvena forma V istog reda koja zadovo-
ǉava (30) i V ne�e biti semi-definitna (ni definitna) suprotnog
znaka od U .

Dokaz: Mo�e se pretpostaviti da je U pozitivno definitna. Na
osnovu Teoreme 12 Postoji jedinstvena forma V istog reda koja
zadovoǉava (30). Treba jox dokazati da V nije ni negativno semi-
definitna ni negativno definitna. Ako bi bila negativno defi-
nitna, zadovoǉavala bi uslove Teoreme 8, pa bi rexeǌe x ≡ 0
bilo asimptotski stabilno, xto je suprotno pretpostavci. Forma
V ne mo�e da bude ni negativno semi-definitna, jer bi kao u
dokazu prethodne teoreme postojalo rexeǌe x = x(t) za koje u
poqetnom trenutku va�i V = 0, dV

dt
> 0, a to bi bilo nemogu�e ako

je V negativno semi-definitna. 2

Za prethodnu teoremu je bio neophodan uslov da m1λ1 +m2λ2 +
· · · + mnλn nije nula ni za jednu kombinaciju nenegativnih celih
brojeva m1, . . . ,mn, pri m1 + · · ·+mn = m. Taj nedostatak otklaǌa
slede�a teorema.

Teorema 15. Ako postoji koren karakteristiqne jednaqine (29) sa
pozitivnim realnim delom, za proizvoǉnu definitnu formu m-
tog reda U postoje forma V istog reda i pozitivan broj α > 0,
tako da va�i:

dV

dt
= αV + U, (31)

a forma V ne�e biti semi-definitna (ni definitna) suprotnog
znaka od U .
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Dokaz: Neka je u jednaqini:

D′(ρ) = det


p11 − α

m
− ρ p12 . . . p1n

p21 p22 − α
m
− ρ . . . p2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn − α

m
− ρ

 = 0, (32)

α > 0. Koreni ρj ove jednaqine su povezani sa korenima karakte-
ristiqne jednaqine vezom:

ρj = λj −
α

m
,

pa se mo�e izabrati dovoǉno malo α tako da bar jedan koren
jednaqine (32) ima pozitivan realan deo. U isto vreme mo�e se
izabrati takvo α da:

m1ρ1 +m2ρ2 + · · ·+mnρn

nije nula ni za jednu kombinaciju nenegativnih celih brojeva
m1, . . . ,mn, za koje je m1 + · · ·+mn = m. Tada, na osnovu prethodne
teoreme postoji jedinstvena forma m-tog reda V koja zadovoǉava:

n∑
j=1

∂V

∂xj

(
pj1x1 + · · ·+

(
pjj −

α

m

)
xj + · · ·+ pjnxn

)
= U, (33)

gde je U proizvoǉna definitna forma m-tog reda, a V nije semi-
definitna (ni definitna) suprotnog znaka. Na osnovu Leme 4 je:

n∑
j=1

∂V

∂xj

= mV,

pa se dobija:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ (pjj)xj + · · ·+ pjnxn)

=
n∑

j=1

∂V

∂xj

(
pj1x1 + · · ·+

(
pjj −

α

m

)
xj + · · ·+ pjnxn

)
+

α

m

n∑
j=1

∂V

∂xj

xj

= αV + U,

(34)

xto se i tra�ilo. 2
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2.3.2 Dovoǉni uslovi stabilnosti i nestabilnosti

Neka je dat sistem diferencijalnih jednaqina:

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn +Xj(x1, . . . , xn), (j = 1, . . . , n), (35)

gde se Xj(x) u oblasti:
∥x∥ < h

mo�e razviti u red po x1, . . . , xn koji poqiǌe qlanovima reda ne
maǌeg od dva. Treba prona�i uslove pri kojima se odgovor na
pitaǌe stabilnosti mo�e dati razmatraju�i samo linearizovan
sistem:

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn, (j = 1, . . . , n). (36)

Teorema 16. Ako svi koreni karakteristiqne jednaqine lineari-
zovanog sistema diferencijalnih jednaqina (36) imaju negativne
realne delove, onda je rexeǌe x ≡ 0 sistema diferencijalnih
jednaqina (35) stabilno, i to asimptotski.

Dokaz: Neka je kvadratna forma V (x1, . . . , xn) definisana sa:

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = −(x2
1 + · · ·+ x2

n).

Na osnovu Teoreme 13, takva forma postoji i bi�e pozitivno de-
finitna. Izvod ove forme po vremenu pri sistemu diferencijalnih
jednaqina (35) ima oblik:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn +Xj)

= −(x2
1 + · · ·+ x2

n) +
n∑

j=1

∂V

∂xj

Xj.

Kako razvoj funkcije
∑n

j=1
∂V
∂xj

Xj poqiǌe qlanovima reda ne maǌeg

od 3, na osnovu Leme 7, dV
dt

�e biti negativno definitna funkcija u
nekoj okolini ∥x∥ < h. Sada, forma V zadovoǉava uslove Teoreme
8, pa je rexeǌe x ≡ 0 sistema diferencijalnih jednaqina (35)
asimptotski stabilno. 2
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Teorema 17. Ako postoji koren karakteristiqne jednaqine linea-
rizovanog sistema diferencijalnih jednaqina (36) koji ima pozi-
tivan realan deo, onda je rexeǌe x ≡ 0 sistema diferencijalnih
jednaqina (35) nestabilno.

Dokaz: Neka su kvadratna forma V (x1, . . . , xn) i pozitivan broj α
takvi da va�i:

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = αV + (x2
1 + · · ·+ x2

n).

Na osnovu Teoreme 15 oni postoje, a forma V uzima i pozitivne
vrednosti. Izvod ove forme po vremenu pri sistemu diferenci-
jalnih jednaqina (35) ima oblik:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn +Xj)

= αV +W,

gde je:

W (x1, . . . , xn) = x2
1 + · · ·+ x2

n +
n∑

j=1

∂V

∂xj

Xj,

a na osnovu Leme 7, W je pozitivno definitna funkcija u nekoj
okolini ∥x∥ < h. Na osnovu Teoreme 10 je rexeǌe x ≡ 0 sistema
diferencijalnih jednaqina (35) nestabilno. 2

2.4 Teorema ǈapunov–Malkina

U sluqaju kada su realni delovi korena karakteristiqne jedna-
qine maǌi od nule, ili kada postoji koren kome je realan deo ve�i
od nule, stabilnost rexeǌa datog sistema je poznata. Me�utim, u
mnogim situacijama se javǉaju sistemi diferencijalnih jednaqi-
na gde koreni karakteristiqne jednaqine nemaju pozitivan realan
deo, ali imaju realan deo jednak nuli. Pri odre�enim uslovima
je i u tom sluqaju mogu�e ispitati stabilnost. Jedan od tih
sluqajeva �e biti prikazan sada, a koristi�e se za odre�ivaǌe
stabilnosti kretaǌa keltskog kamena u narednoj glavi.
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Neka je dat sistem diferencijalnih jednaqina:

dyi
dt

= Yi(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yk), (i = 1, . . . , k),

dxj

dt
= pj1x1 + · · ·+ pjnxn +Xj(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yk), (j = 1, . . . , n),

(37)

gde su Yi i Xj ograniqene funkcije po t (tj. ako se fiksiraju x i y,
onda su funkcije Yi(t) = Yi(t,x,y) i Xj(t) = Xj(t,x,y) ograniqene),
a analitiqke po promenǉivama yi i xj u nekoj okolini taqke 0
koja je nezavisna od t, tako da razvoj tih funkcija u red poqiǌe
qlanovima reda ne maǌeg od dva. U isto vreme, za funkcije Yi i
Xj va�i:

Yi(t, 0, . . . , 0, y1, . . . , yk) = Xj(t, 0, . . . , 0, y1, . . . , yk) = 0,

dakle, funkcije Yi i Xj postaju jednake nuli kad je samo x = 0.
Koeficijenti pjk su takvi da jednaqina:

det


p11 − λ p12 . . . p1n
p21 p22 − λ . . . p2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn − λ

 = 0, (38)

ima samo korene sa negativnim realnim delovima. Jednaqine (37)
imaju partikularna rexeǌa:

y1 = c1, . . . , yk = ck, x1 = . . . = xn = 0. (39)

Teorema 18. (ǈapunov–Malkin6) Partikularno rexeǌe y1 = . . . =
yk = x1 = . . . = xn = 0 sistema diferencijalnih jednaqina (37) je
stabilno, a svako rexeǌe koje mu je u poqetnom trenutku bilo
dovoǉno blizu �e asimptotski te�iti jednom od rexeǌa (39).
Pri tome �e i rexeǌa oblika (39) posedovati ove osobine, ako
su parametri ci dovoǉno mali.

Dokaz: Kako koreni jednaqine (38) imaju negativne realne delove,
onda na osnovu Teoreme 13 postoji pozitivno definitna kvadratna

6Io�l~ Gil~eviq Malkin (1907–1958)
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forma V (x1, . . . , xn) koja zadovoǉava jednaqinu:

n∑
j=1

∂V

∂xj

(pj1x1 + · · ·+ pjnxn) = −
n∑

j=1

x2
j .

Zamenom:
ξj = eαtxj

se druga grupa sistema diferencijalnih jednaqina (37) transfor-
mixe u:

dξj
dt

= αeαtxj + eαt
dxj

dt
= αξj + eαt(pj1x1 + · · ·+ pjnxn)

+ eαtXj(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yk)

= pj1ξ1 + · · ·+ (pjj + α)ξj + · · ·+ pjnξn

+ eαtXj(t, e
−αtξ1, . . . , e

−αtξn, y1, . . . , yk).

(40)

Na osnovu (40) izvod funkcije V (ξ1, . . . , ξn) po t glasi:

dV

dt
=

n∑
j=1

∂V

∂ξj

dξj
dt

=
n∑

j=1

∂V

∂ξj
(pj1ξ1 + · · ·+ pjnξn) +

n∑
j=1

∂V

∂ξj
αξj

+
n∑

j=1

∂V

∂ξj
eαtXj(t, e

−αtξ1, . . . , e
−αtξn, y1, . . . , yk)

= −
n∑

j=1

ξ2j + 2αV

+ eαt
n∑

j=1

∂V

∂ξj
Xj(t, e

−αtξ1, . . . , e
−αtξn, y1, . . . , yk).

U raqunu je korix�ena Lema 4. Na osnovu Leme 6 se pozitivna
konstanta α mo�e izabrati dovoǉno mala, tako da je forma:

−
n∑

j=1

ξ2j + 2αV
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negativno definitna. Kako je V kvadratna forma, onda je ∂V
∂ξj

li-
nearna forma. Funkcije Xi su jednake nuli za x1 = . . . = xn = 0, pa
kada se razviju u red, svaki qlan sadr�i bar neki od x1, . . . , xn.
Pri razvoju u red funkcija Xi, izraz:

eαt
n∑

j=1

∂V

∂ξj
Xj(t, e

−αtξ1, . . . , e
−αtξn, y1, . . . , yk)

sadr�i qlanove po ξ1, . . . , ξn reda ne maǌeg od dva, a ukupnog reda
ne maǌeg od tri. Vrednost eαt kojom se mno�i suma se ponixti sa
e−αt iz razvoja funkcija Xj (svaki qlan u razvoju sadr�i neki od
e−αtξj). Kako su funkcije Xi ograniqene po t, onda se nezavisno od
t mo�e izabrati okolina:

|ξj| ≤ β, |yi| ≤ β, (j = 1, . . . , n; i = 1, . . . , k),

u kojoj �e za neko P > 0 va�iti:∣∣∣∣∣eαt
n∑

j=1

∂V

∂ξj
Xj(t, e

−αtξ1, . . . , e
−αtξn, y1, . . . , yk)

∣∣∣∣∣ < P (|ξ1|+ · · ·+ |ξn|)2, (41)

jer leva strana nejednakosti pri razvoju u red nema qlanove reda
maǌeg od dva po ξ1, . . . , ξn, a kako je svaki qlan u razvoju ukupnog
reda ne maǌeg od tri, onda P mo�e da bude proizvoǉno malo
pri dovoǉno malom izboru vrednosti β. Sada se na osnovu Leme
5 mo�e izabrati dovoǉno mali broj β, tako da je dV

dt
negativno

definitna. Neka je izabrano bax takvo β. Neka je sada ξj(t), yi(t)
rexeǌe sa poqetnim uslovom ξj(0) = ξ0j i yi(0) = y0i , tako da va�i:

|ξ0j | ≤ η, |y0i | ≤ η, (j = 1, . . . , n; i = 1, . . . , k), (42)

gde je η < β. Za ovo rexeǌe �e nejednakosti:

|ξj(t)| ≤ β, |yi(t)| ≤ β (43)

va�iti kada je t dovoǉno blizu poqetnom trenutku t0 = 0. Tada na
celom intervalu (0, t) va�i dV

dt
< 0, pa �e biti:

V (ξ1, . . . , ξn) < V (ξ01 , . . . , ξ
0
n). (44)
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Kako je V pozitivno definitna forma, iz (44) sledi da �e na
posmatranom vremenskom intervalu va�iti:

|ξj| < A, (j = 1, . . . , n), (45)

gde broj A mo�e biti proizvoǉno mali pri dovoǉno maloj vred-
nosti η iz (42). Sada je u posmatranom vremenskom intervalu:

|xj(t)| < Ae−αt, (j = 1, . . . , n). (46)

Tada je:

|Yi(t, x1(t), . . . , xn(t), y1(t), . . . , yk(t))| < AMe−αt, (47)

gde je M neki pozitivan broj, jer funkcije Yi uzimaju vrednost
nula za x1 = . . . = xn = 0 i ograniqene su po t. Sada va�i:

|yi(t)| < |y0i |+ AM

∫ t

0

e−ατdτ = |y0i |+
AM(1− e−αt)

α
< |y0i |+

AM

α
. (48)

Neka je sada ε > 0 proizvoǉno mali broj, tako da va�i ε < β. Neka
je broj η u nejednakostima (42) izabran tako da je A < ε i da je
desna strana nejednakosti (48) tako�e maǌa od ε. Sada iz (45) i
(48) sledi da dokle god su zadovoǉene nejednakosti (43), da �e
biti zadovoǉene i nejednakosti:

|ξj(t)| < ε, |yi(t)| < ε, (j = 1, . . . , n; i = 1, . . . , k). (49)

Me�utim, kako je ε < β, nejednakosti (43) �e zajedno sa nejedna-
kostima (49) va�iti u celom vremenskom intervalu. Iz (46) sledi
da je:

lim
t→∞

xj(t) = 0,

a iz (47) sledi da postoji limes:

lim
t→∞

yi(t) = y0i +

∫ ∞

0

Yi(t, x1(t), . . . , xn(t), y1(t), . . . , yk(t))dt.

Treba jox dokazati da za dovoǉno male c1, . . . , ck, sva partikularna
rexeǌa oblika (39) imaju iste osobine kao i rexeǌe x1 = . . . =
xn = y1 = . . . = yk = 0. Pri smeni promenǉivih:

ui = yi − ci
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sistem jednaqina (37) postaje:

dui

dt
= Ui(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , uk)

+ αi1x1 + · · ·+ αinxn,

dxj

dt
= (pj1 + cj1)x1 + · · ·+ (pjn + cjn)xn

+Xj(t, x1, . . . , xn, u1, . . . , uk),

(50)

Gde su funkcije Ui i Xj istog tipa kao i Yi i Xj, a αis i cjl su
funkcije po t, c1, . . . , ck. Funkcije αis i cjl su ograniqene po t, a
analitiqke po c1, . . . , ck i postaju nula za c1 = . . . = ck = 0, pa
�e za dovoǉno male |ci|, veliqine αis i cjl biti proizvoǉno male.
Sistem jednaqina (50) se od sistema jednaqina (37) razlikuje u
tome xto sa desne strane ima dodatne qlanove po xj. U prvoj grupi
jednaqina, to ne meǌa nixta, jer u dokazu nigde nije korix�eno
da razvoj funkcije Yi u red ne sadr�i linearne qlanove. Bilo
je jedino bitno da Yi postaje nula za x1 = . . . = xn = 0. Prisustvo
novih qlanova u drugoj grupi jednaqina ne�e imati nikakav uticaj
na dokaz teoreme ako kvadratna forma:

−
n∑

j=1

x2
j + 2αV +

d∑
j=1

∂V

∂xj

(cj1x1 + · · ·+ cjnxn)

ostaje negativno definitna, xto je taqno za dovoǉno male veliqi-
ne |ci|. U tom sluqaju je dokaz primenǉiv i na sistem diferenci-
jalnih jednaqina (50), pa va�e isti zakǉuqci kao i za stabilnost
rexeǌa x1 = · · · = xn = y1 = · · · = yk = 0, qime je teorema dokazana.

2

Vixe o ǈapunovǉevim funkcijama i uslovima stabilnosti re-
xeǌa mo�e se na�i u [8].

2.5 Raut–Hurvicova teorema

Da bi rexeǌe x ≡ 0 sistema diferencijalnih jednaqina (35)
bilo stabilno, dovoǉno je da svi koreni karakteristiqne jed-
naqine linearizovanog sistema imaju negativne realne delove.
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Raut7[9] je prvi predlo�io algoritam kojim bi se proverilo da li
svi koreni polinoma imaju negativne realne delove, a Hurvic8[6]
je koeficijente polinoma stavio u matricu kod koje �e svi minori
biti pozitivni ako i samo ako polinom ima sve korene sa nega-
tivnim realnim delom.

Definicija 16. Polinom:

f(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an (51)

sa realnim koeficijentima ai (i = 1, . . . , n) se zove Hurvicov ako
svi ǌegovi koreni imaju negativne realne delove.

Neka je f(z) polinom stepena n. Ako je f(z) Hurvicov, onda
svi ǌegovi koreni le�e u oblasti Φ = {z : Re(z) < 0, |z| < R} za
dovoǉno veliko R. Neka je f ∗(z) polinom definisan sa:

f ∗(z) = zn − a1z
n−1 + · · ·+ (−1)nan = (−1)nf(−z) (52)

i neka je F0(z) polinom stepena n+ 1 definisan sa:

F0(z) = (z + c)f(z),

gde je c neka pozitivna konstanta. Polinom F0(z) je Hurvicov ako
i samo ako je f(z) Hurvicov, jer su koreni polinoma f(z) koreni i
od F0(z), a F0(z) ima jox i koren z = −c. Polinom (n+1)-og stepena:

Fµ(z) = (z + c)f(z) + µzf ∗(z)

se promenom parametra µ od 0 do 1 meǌa od polinoma F0(z) do
polinoma:

F1(z) = (z + c)f(z) + zf ∗(z). (53)

Ako polinom F1(z) nije Hurvicov, a F0(z) jeste, onda bi u nekom
trenutku koren polinoma Fµ(z) proxao kroz granicu oblasti Φ.
Ako se izabere dovoǉno veliko R, onda za z = Reiθ, vrednost:

Fµ(z) = (1 + µ)Rn+1ei(n+1)θ + · · ·
7Edward John Routh (1831–1907)
8Adolf Hurwitz (1859–1919)
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ne mo�e da bude jednaka nuli ni za jedno µ ∈ [0, 1], pa jedino
preostaje da je Fµ(z) = 0 za neko z koje je na imaginarnoj osi,
tj. z = ib. Ako je αk koren polinoma f(z), a kako je f(z) polinom sa
realnim koeficijentima, onda je i αk koren polinoma f(z). Tada je
α∗
k = −αk koren polinoma f ∗(z) = (−1)nf(−z). Za z na imaginarnoj

osi (z = ib) va�i: ∣∣∣∣ f(z)f ∗(z)

∣∣∣∣ = ρ1ρ2 · · · ρn
ρ∗1ρ

∗
2 · · · ρ∗n

= 1,

gde je:
ρk = |z − αk|, ρ∗k = |z − α∗

k| = |z + αk|,

a za z = ib va�i ρk = ρ∗k. Ako bi Fµ(z) bilo jednako nuli za z = ib,
onda bi bilo:

Fµ(z) = (z + c)f(z) + µzf ∗(z) = 0, z = ib,

pa bi va�ilo:

(z + c)f(z) = −µzf ∗(z),

|(z + c)f(z)| = | − µzf ∗(z)|,
|(z + c)||f(z)| = |µz||f ∗(z)|,∣∣∣∣ f(z)f ∗(z)

∣∣∣∣ = |µz|
|z + c|

,

1 =
µ|b|√
b2 + c2

,

xto je nemogu�e, jer je µ ∈ [0, 1]. Dakle, ni za jedno µ ∈ [0, 1]
koren polinoma Fµ(z) ne�e biti na granici oblasti Φ, a kako su
svi koreni polinoma F0(z) u toj oblasti, u ǌoj �e biti i koreni
polinoma F1(z). Ako je polinom f(z) Hurvicov, onda je i polinom
F1(z) Hurvicov. Da f(z) nije bio Hurvicov i da je imao korene u
desnoj poluravni, a da nije imao qisto imaginarne korene, onda bi
korene u desnoj poluravni imao i F0(z), a analognim rezonovaǌem
se dobija da koreni polinoma Fµ(z) ostaju u svojoj poluravni. U
sluqaju da je f(z) imao qisto imaginaran koren, tada bi to bio
koren i funkcije f ∗(z), a onda ujedno i funkcije F1(z). Ovime je
dokazano da je F1(z) Hurvicov ako i samo ako je f(z) Hurvicov.
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Ako su α1, . . . , αn koreni polinoma f(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an, onda

va�i:
a1 = −(α1 + · · ·αn) > 0.

Neka je familija polinoma Gµ(z) definisana sa:

Gµ(z) = (z − 2a1)f(z)− µzf ∗(z),

gde se parametar µ meǌa od 0 do 1. Polinom:

G0(z) = (z − 2a1)f(z)

ima n korena sa negativnim realnim delom, kao i pozitivan koren
z = 2a1. Isto kao i Fµ(z), ni Gµ(z) ne mo�e da ima koren na
imaginarnoj osi z = ib ni za jedno µ ∈ [0, 1]. Tada je:

Gµ(z) = (z − 2a1)f(z)− µzf ∗(z)

= (z − 2a1)(z
n + a1z

n−1 + · · ·+ an)− µz(zn − a1z
n−1 + · · ·+ (−1)nan)

= (1− µ)zn+1 + (−2a1 + a1 + µa1)z
n + (−2a21 + a2 − µa2)z

n−1 + Pµ(z)

= (1− µ)zn+1 − (1− µ)a1z
n + (a2(1− µ)− 2a21)z

n−1 + Pµ(z),

gde je Pµ(z) polinom stepena n− 2 koji se neprekidno meǌa kada µ
ide od 0 do 1. Tada za dovoǉno veliko r > 0 u oblasti |z| > r va�i:

|Pµ(z)| ≤ Bµ|z|n−2. (54)

Ako su vrednosti Bµ najmaǌe za koje va�i (54), onda se zbog
neprekidne promene Pµ(z) po µ ∈ [0, 1] i vrednosti Bµ neprekidno
meǌaju. Neka je B = max{Bµ : µ ∈ [0, 1]}. Onda je:

|Pµ(z)| ≤ B|z|n−2

za svako µ ∈ [0, 1]. Na C\{0} se nule polinoma Gµ(z) poklapaju sa
nulama funkcije Hµ(z) =

Gµ(z)

zn−1 , gde je:

Hµ(z) = (1− µ)z2 − (1− µ)a1z + (a2(1− µ)− 2a21) +
Pµ(z)

zn−1
. (55)

Lema 8. Neka se funkcija Hµ posmatra na realnoj osi, Hµ = Hµ(x),
x ∈ R\{0}. Tada za proizvoǉno veliko r0 > r postoji µ0 ∈ (0, 1), tako
da za svako µ ∈ (0, 1), µ > µ0 postoji x0 > r0 za koje je Hµ(x0) < 0.
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Dokaz: Iz (54) i (55) se dobija:

Hµ(x) ≤ (1− µ)x2 − (1− µ)a1x+ (a2(1− µ)− 2a21) +
B

|x|
.

Neka su sada µ′
0 ∈ (0, 1) i r′0 > r0 takvi da za µ ∈ (0, 1), µ > µ′

0 i
|x| > r′0 va�i a2(1− µ) <

a21
2

i B
|x| <

a21
2
. Tada je:

Hµ(x) < (1− µ)x2 − (1− µ)a1x− a21.

Neka je sada x0 > r′0 fiksirano. Tada se za:

Hµ(x0) < (1− µ)(x2
0 − a1x0)− a21.

mo�e izabrati µ0 ∈ (0, 1), µ0 > µ′
0 tako da za µ ∈ (0, 1), µ > µ0 va�i

(1− µ)(x2
0 − a1x0)− a21 < 0.

Onda je i Hµ(x0) < 0 qime je lema dokazana. 2

Kako je za µ ∈ (0, 1):

lim
x→∞

Hµ(x) = +∞,

onda na osnovu prethodne leme i neprekidnosti funkcije Hµ sledi
da za svako r0 > r postoji µ0 ∈ (0, 1) tako da za svako µ ∈ (0, 1), µ > µ0

postoji x > r0 za koje je Hµ(x) = 0. Neka se to x posmatra kao
funkcija od µ (x = x(µ)). Dakle, za svako r0 > r postoji µ0 ∈ (0, 1)
tako da za svako µ ∈ (0, 1), µ > µ0 va�i x(µ) > r0. To po definiciji
znaqi da je:

lim
µ→1

x(µ) = +∞.

Kako je x(µ) koren funkcije Hµ(z), a samim tim i Gµ(z), onda Gµ(z)
ima pozitivan realan koren koji pri µ → 1 te�i +∞. Na isti
naqin se dokazuje da ima i negativan realan koren koji pri µ → 1
te�i −∞.

Polinom:
G1(z) = (z − 2a1)f(z)− zf ∗(z) (56)

je polinom (n − 1)-og stepena, kome su na osnovu prethodnog svi
koreni u levoj poluravni (jer je Gµ(z) imao samo jedan koren u
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desnoj poluravni koji te�i beskonaqnosti kad µ → ∞), pa je G1(z)
Hurvicov.

Neka je svakom polinomu f(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + an dodeǉena

matrica dimenazija n× n:
a1 1 0 0 0 0 · · ·
a3 a2 a1 1 0 0 · · ·
a5 a4 a3 a2 a1 1 · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
a2n−1 a2n−2 . . . . . . . . . . . . . an

 ,

gde za m > n va�i am = 0. Ova matrica se zove Hurvicova matrica.
Neka su glavni minori Hurvicove matrice oznaqeni sa:

∆1 = a1, ∆2 =

∣∣∣∣a1 1
a3 a2

∣∣∣∣ , . . . , ∆n = an∆n−1.

Ti minori se zovu Hurvicove determinante. Odgovor na pitaǌe
kada �e svi koreni nekog polinoma imati negativne realne delove
daje Raut-Hurvicova teorema.

Teorema 19. Potreban i dovoǉan uslov da svaki koren polinoma
f(z) ima negativan realan deo jeste da va�e slede�e nejednakosti:

∆1 > 0, ∆2 > 0, . . . , ∆n > 0. (57)

Dokaz: Iz (53), imaju�i u vidu (51) i (52) se dobija:

F1(z) = (z + c)f(z) + zf ∗(z)

= (z + c)
n∑

i=0

aiz
n−i + z

n∑
i=0

(−1)iaiz
n−i

=
n∑

i=0

aiz
n+1−i +

n∑
i=0

caiz
n−i +

n∑
i=0

(−1)iaiz
n+1−i

=
n∑

i=0

ai(1 + (−1)i)zn+1−i +
n+1∑
j=1

caj−1z
n+1−j

=
n+1∑
r=0

[ar(1 + (−1)r) + car−1]z
n+1−r,
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gde je a0 = 1, a al = 0 za l ̸∈ {0, 1, . . . , n}. Stavǉaju�i c = 2a va�i:

F1(z) = 2
n+1∑
r=0

Arz
n+1−r,

gde su koeficijenti:

Ar =
(1 + (−1)r)

2
ar + aar−1.

Izrazom (56) se od Hurvicovog polinoma stepena n dobija Hurvi-
cov polinom stepena n−1. Ako se u (56) umesto f(z) stavi polinom
1
2
F1(z), dobi�e se Hurvicov polinom stepena n. Neka je to polinom

g(z). Za ǌega va�i:

g(z) = (z − 2A1)
1

2
F1(z)− z

1

2
F ∗
1 (z)

= (z − 2A1)
n+1∑
i=0

Aiz
n+1−i − z

n+1∑
i=0

(−1)iAiz
n+1−i

=
n+1∑
i=0

Aiz
n+2−i −

n+1∑
i=0

2A1Aiz
n+1−i −

n+1∑
i=0

(−1)iAiz
n+2−i

=
n+1∑
i=0

Ai(1− (−1)i)zn+2−i −
n+2∑
j=1

2A1Aj−1z
n+2−j

=
n+2∑
r=0

[Ar(1− (−1)r)− 2A1Ar−1]z
n+2−r

=
n∑

k=0

bkz
n−k,

gde je bk = (1−(−1)k+2)Ak+2−2A1Ak+1 = (1−(−1)k)Ak+2−2A1Ak+1. Kao
xto je F1(z) = (z + c)f(z) + zf ∗(z) Hurvicov kad je f(z) Hurvicov,
onda �e i polinom F ′

1(z) = (z+ c)g(z) + zg∗(z) biti Hurvicov, jer je
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g(z) Hurvicov. Koeficijenti polinoma 1
2
F ′
1(z) za c = 2A1 > 0 su:

A′
k =

(1 + (−1)k)

2
bk + A1bk−1

=
(1 + (−1)k)

2
((1− (−1)k)Ak+2 − 2A1Ak+1)

+ A1((1− (−1)k−1)Ak+1 − 2A1Ak)

=
(1 + (−1)k)

2
(1− (−1)k)Ak+2 − (1 + (−1)k)A1Ak+1

+ (1− (−1)k−1)A1Ak+1 − 2A2
1Ak

= 0Ak+2 + (1− (−1)k−1 − 1− (−1)k)A1Ak+1 − 2A2
1Ak

= −2A2
1Ak

pa je F ′
1(z) = −2A2

1F1(z). To znaqi da bi se izrazom (53) za f(z) =
− 1

2A2
1
g(z) dobio bax polinom F1(z), pa za svaki Hurvicov polinom

F1(z) stepena n+ 1 postoji Hurvicov polinom f(z) stepena n, tako
da va�i (53).

Neka su sa ∆ν oznaqene Hurvicove determinante polinoma f(z),
a sa Dν Hurvicove determinante polinoma 1

2
F1(z) (Posmatra se

polinom 1
2
F1(z), jer je on moniqan). Tada je:

Dν =

∣∣∣∣∣∣∣∣
A1 1 0 0 · · ·
A3 A2 A1 1 · · ·
A5 A4 A3 A2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
a 1 0 0 · · ·
aa2 aa1 + a2 a 1 · · ·
aa4 aa3 + a4 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Izvlaqeǌem faktora a iz neparnih kolona, posle qega se od parnih
kolona oduzima ona koja je ispred ǌe, a onda se i iz parnih kolona
izvlaqi faktor a:

Dν = a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 0 0 · · ·
a2 aa1 + a2 a 1 · · ·
a4 aa3 + a4 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 · · ·
a2 aa1 a 1 · · ·
a4 aa3 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣
= a2

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 0 · · ·
a2 a1 a 1 · · ·
a4 a3 aa2 aa1 + a2 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ = · · · ,
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dobija se:

Dν = aν

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · ·
a2 a1 1 0 · · ·
a4 a3 a2 a1 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣ = aν∆ν−1. (58)

Potreban i dovoǉan uslov da bi polinom F1(z) bio Hurvicov je
da polinom f(z) bude Hurvicov. Neka tvr�eǌe va�i za i ≤ n. Ako
va�e nejednakosti (57) za Dν, onda na osnovu (58) va�e i za ∆ν,
pa je f(z) Hurvicov, a onda je i F1(z) Hurvicov. Obrnuto, ako je
F1(z) Hurvicov, onda je i f(z) Hurvicov, pa nejednakosti (57) va�e
za ∆ν, a na osnovu (58) i za Dν+1 (ν = 1, . . . , n). Kako je D1 = a >
0, va�i�e nejednakosti (57) i za Dν (ν = 1, . . . , n + 1). U sluqaju
da je polinom linearan ili kvadratan, neposredno se proverava
da va�i teorema, a ona je ovime, metodom matematiqke indukcije
dokazana. 2

Jox jedna karakterizacija Hurvicovog polinoma se mo�e na�i
u [10]:

Neka je dat polinom f(z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an i neka je polinom:

q(z) = zm + b1z
m−1 + · · ·+ bm, m =

n(n− 1)

2
,

takav da su svi ǌegovi koreni oblika:

zi + zj; i < j, j = 1, 2, . . . , n,

gde su zk, k = 1, 2, . . . , n koreni polinoma f(z).
Svi koreni polinoma f(z) sa realnim koeficijentima imaju

negativan realan deo ako i samo ako su svi koeficijenti aj poli-
noma f(z) i bk polinoma q(z) pozitivni.
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3 Keltski kamen

Kretaǌe bez klizaǌa konveksnog krutog tela sa glatkom povrxi
po ravni je opisano u poglavǉu 1.3 jednaqinama (8) i (9). Neka
su oznake iste kao u poglavǉu 1.3. Postoji taqka P0 na povrxi
krutog za koju va�i da je vektor

−−→
GP0 koji spaja centar mase tela

G i taqku P0 upravan na ravan tangentnu na povrx tela u taqki P0.
Takva taqka �e, na primer, biti ona taqka na povrxi tela koja je
najbli�a centru mase tela. Neka su r1 i r2 glavni polupreqnici
krivina povrxi tela u taqki P0 i neka je r1 ̸= r2. Neka je koordi-
natni sistem K sa bazom [E1,E2,E3] koji je vezan za telo postavǉen
tako da mu je koordinatni poqetak u G, a da je vektor E3 ko-
linearan vektoru

−−→
GP0 i suprotnog je smera u odnosu na

−−→
GP0, a

vektori E1 i E2 su paralelni glavnim pravcima krivina. Ako je
sa h oznaqeno rastojaǌe od G do P0, onda se jednaqina povrxi u
okolini taqke P0 mo�e aproksimirati paraboloidom:

F (X) = −h−X3 +
X2

1

2r1
+

X2
2

2r2
= 0, (59)

gde je X = X1E1 + X2E2 + X3E3 radijus vektor u K. Drugaqije
zapisano, povrx je aproksimirana sa:

X3 = −h+
X2

1

2r1
+

X2
2

2r2
(60)

u okolini taqke P0.

Definicija 17. Ako se jedna od glavnih osa inercije tela poklapa
sa osom GE3 i ako su druge dve glavne ose inercije zarotirane za
ugao δ ̸= 0 u odnosu na ose GE1 i GE2, onda se posmatrano telo
zove keltski kamen.

Ako su E′
1,E

′
2,E

′
3 jediniqni vektori glavnih osa inercije, ope-

rator inercije u bazi [E′
1,E

′
2,E

′
3] ima oblik:

IE′ =

I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

 . (61)
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Neka je E′
3 = E3 i neka su E′

1 i E′
2 zarotirani za ugao δ u odnosu na

E1 i E2. Neka je matrica dimenzija n×1 koja odgovara proizvoǉnom
vektoru X u bazi [E1,E2,E3] oznaqena sa XE, a u bazi [E′

1,E
′
2,E

′
3]

oznaqena sa XE′. Tada va�i:

XE = RXE′ , (62)

gde je:

R =

cos δ − sin δ 0
sin δ cos δ 0
0 0 1

 . (63)

Neka je:

IE =

I11 I12 I13
I21 I22 I23
I31 I32 I33


operator inercije u bazi [E1,E2,E3]. Onda se iz M = IΩ dobija:

ME = IEΩE,

RME′ = IERΩE′ ,

RIE′ΩE′ = IERΩE′ ,

pa je IE = RIE′R−1, dakle:

IE =

cos δ − sin δ 0
sin δ cos δ 0
0 0 1

I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

 cos δ sin δ 0
− sin δ cos δ 0

0 0 1

 ,

odnosno:

IE =

I11 I12 I13
I21 I22 I23
I31 I32 I33

 =

I1 cos2 δ + I2 sin
2 δ (I1 − I2) cos δ sin δ 0

(I1 − I2) cos δ sin δ I1 sin
2 δ + I2 cos

2 δ 0
0 0 I3

 .

(64)
Neka je Γ(X) jediniqan vektor koji je normalan na povrx tela u
taqki kojoj odgovara vektor polo�aja X, tako da je Γ usmereno ka
unutraxǌosti tela. Tada je:

Γ(X) = − ∇F (X)

|∇F (X)|
, (65)
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a imaju�i u vidu (59), va�i:

Γ1 = −
X1

r1√(
X1

r1

)2
+
(

X2

r2

)2
+ 1

,

Γ2 = −
X2

r2√(
X1

r1

)2
+
(

X2

r2

)2
+ 1

,

Γ3 =
1√(

X1

r1

)2
+
(

X2

r2

)2
+ 1

.

(66)

Sada se iz (66) i (60) za X1, X2, X3 dobija:

X1 = −r1
Γ1

Γ3

,

X2 = −r2
Γ2

Γ3

,

X3 = −h+
r1Γ

2
1 + r2Γ

2
2

2Γ2
3

.

(67)

Neka je f sila kojom ravan deluje na telo jediniqne mase, gledano
iz nepokretnog koordinatnog sistema k (videti poglavǉe 1.3), a
F ta ista sila gledano iz K. Tada iz drugog ǋutnovog zakona
sledi:

f − gγ = a = v̇,

gde je γ jediniqan vektor upravan na povrx u taqki dodira sa
ravni, a v brzina centra mase gledano iz k. Tada je:

f = gγ + v̇,

a na osnovu (6) va�i:

B−1f = gB−1γ +B−1v̇,

F = gΓ+ V̇ +Ω× V ,
(68)

ili kada se raspixe:

F1 = gΓ1 + V̇1 + Ω2V3 − Ω3V2,

F2 = gΓ2 + V̇2 + Ω3V1 − Ω1V3,

F3 = gΓ3 + V̇3 + Ω1V2 − Ω2V1.

(69)
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Za vektor Γ va�i (9), pa je:

Γ̇1 = Ω3Γ2 − Ω2Γ3,

Γ̇2 = Ω1Γ3 − Ω3Γ1,

Γ̇3 = Ω2Γ1 − Ω1Γ2.

(70)

Sila f je sila koja deluje na telo jediniqne mase, pa �e sila koja
deluje na telo mase m biti mf . U inercijalnom sistemu k �e izvod
kinetiqkog momenta m po vremenu biti jednak zbiru momenata
sila, a ako je sa x oznaqen vektor u k koji odgovara vektoru X u
K, va�i�e:

ṁ = x×mf , (71)

pa �e se pri prelasku u koordinatni sistem K, imaju�i u vidu
(6) i da je M = IEΩ, dobiti:

B−1ṁ = B−1x×mB−1f ,

Ṁ +Ω×M = X ×mF ,

IEΩ̇+Ω× IEΩ = mX × F ,

(72)

a ispisivaǌem po prvoj koordinati (imaju�i u vidu da je I13 =
I23 = I31 = I32 = 0, I12 = I21 i da je I33 = I3) se dobije:

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + Ω2I3Ω3 − Ω3(I21Ω1 + I22Ω2) = m(X2F3 −X3F2),

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)Ω2Ω3 − I12Ω1Ω3 = m(X2F3 −X3F2).
(73)

Kada se raspixe po drugoj koordinati dobije se:

I21Ω̇1 + I22Ω̇2 − Ω1I3Ω3 + Ω3(I11Ω1 + I12Ω2) = m(X3F1 −X1F3),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)Ω1Ω3 + I12Ω2Ω3 = m(X3F1 −X1F3).
(74)

Po tre�oj koordinati je:

I3Ω̇3 + Ω1(I21Ω1 + I22Ω2)− Ω2(I11Ω1 + I12Ω2) = m(X1F2 −X2F1),

I3Ω̇3 + (I22 − I11)Ω1Ω2 + I12Ω
2
1 − I12Ω

2
2 = m(X1F2 −X2F1).

(75)

Treba imati u vidu da se jednaqina (8) ne primeǌuje ovde, jer
se u jednaqini (8) kinetiqki moment posmatra u odnosu na taqku
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dodira tela i ravni, a ovde je M kinetiqki moment u odnosu na
centar mase. Jednaqine (73), (74) i (75) zapisane zajedno glase:

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)Ω2Ω3 − I12Ω1Ω3 = m(X2F3 −X3F2),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)Ω1Ω3 + I12Ω2Ω3 = m(X3F1 −X1F3),

I3Ω̇3 + (I22 − I11)Ω1Ω2 + I12Ω
2
1 − I12Ω

2
2 = m(X1F2 −X2F1).

(76)

Kako je brzina taqke koja je u dodiru sa ravni jednaka nuli, iz
jednaqine (5) sledi da je:

V +Ω×X = 0,

odnosno:
V = X ×Ω,

ili u koordinatama:

V1 = Ω3X2 − Ω2X3,

V2 = Ω1X3 − Ω3X1,

V3 = Ω2X1 − Ω1X2.

(77)

Zamenom (77) u (69), pa izra�avaǌem F1, F2, F3 iz (69) i ubaciva-
ǌem tih izraza u (76), kao i ubacivaǌem vrednosti za X1, X2, X3 iz
(67) u (76) dobija se sistem od xest diferencijalnih jednaqina
(70) i (76) po promenǉivama Γ1,Γ2,Γ3,Ω1,Ω2,Ω3. On dozvoǉava par-
tikularno rexeǌe Γ1 = Γ2 = 0, Γ3 = 1, Ω1 = Ω2 = 0, Ω3 = ω, pri
qemu je:

F1 = F2 = 0, F3 = g,

X1 = X2 = 0, X3 = −h,

V1 = V2 = V3 = 0.

Stabilnost ove stacionarne rotacije se mo�e ispitati uvo�eǌem
smena:

Θ1 = Ω3 − ω,

Θ2 = Γ3 − 1,
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dok preostale promenǉive zadr�avaju svoje nazive. Jednaqine (70)
i (76) tada imaju oblik (videti dodatak):

ξ1Ω̇1 + I12Ω̇2 = I12ωΩ1 + α1ωΩ2 + δ1Γ2 +R1,

I12Ω̇1 + ξ2Ω̇2 = −α2ωΩ1 − I12ωΩ2 − δ2Γ1 +R2,

Γ̇1 = −Ω2 + ωΓ2 +R3,

Γ̇2 = Ω1 − ωΓ1 +R4,

Θ̇1 = R5,

Θ̇2 = R6,

(78)

gde je:

ξ1 = I11 +mh2,

ξ2 = I22 +mh2,

α1 = I22 − I12 +mh2 −mhr1,

α2 = I11 − I12 +mh2 −mhr2,

δ1 = m(g(h− r2) + ω2h(r1 − r2)),

δ2 = m(g(h− r1) + ω2h(r2 − r1)),

(79)

a veliqine Ri su veliqine drugog reda po Ω1,Ω2,Γ1,Γ2,Θ1,Θ2 i
postaju nula za Ω1 = Ω2 = Γ1 = Γ2 = 0. Rexeǌe �e, na osnovu
teoreme ǈapunov–Malkina, biti stabilno kada karakteristiqna
jednaqina linearizovanog sistema:

A


Ω̇1

Ω̇2

Γ̇1

Γ̇2

 = B


Ω1

Ω2

Γ1

Γ2

 (80)

ima sve korene sa negativnim realnim delom. Matrice A i B su:

A =


ξ1 I12 0 0
I12 ξ2 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , B =


I12ω α1ω 0 δ1
−α2ω −I12ω −δ2 0
0 −1 0 ω
1 0 −ω 0

 . (81)

To znaqi da rexeǌa jednaqine det(A−1B − λE) = 0 treba da imaju
negativne realne delove. Matrica A−1 postoji, jer je det(A) =
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ξ1ξ2 − I212 ̸= 0, xto se direktno proverava iz (79) i (64). Me�utim,
det(A−1B − λE) = det(A−1(B − λA)) = det(A−1)det(B − λA). Kako je
det(A−1) = 1

det(A)
̸= 0, onda su koreni karakteristiqne jednaqine

sistema (80) rexeǌa jednaqine:

det(B − λA) = det


I12ω − λξ1 α1ω − λI12 0 δ1
−α2ω − λI12 −I12ω − λξ2 −δ2 0

0 −1 −λ ω
1 0 −ω −λ

 = 0. (82)

Polinom det(B−λA) = a0λ
4+a1λ

3+a2λ
2+a3λ+a4 je polinom qetvrtog

stepena, za qije se koeficijente posle zamene vrednosti iz (79) i
(64) dobija:

a0 = (I1 +mh2)(I2 +mh2) > 0,

a1 = [(I2 − I1)mh(r1 − r2) sin δ cos δ]ω,

a2 = {(I3 − I1)(I3 − I2)}ω2

+ {mh[(I3 − I1 sin
2 δ − I2 cos

2 δ)(r1 − h)]}ω2

+ {mh[(I3 − I1 cos
2 δ − I2 sin

2 δ)(r2 − h)]}ω2

+ {m2h2(r1 − h)(r2 − h) + (I1 +mh2)(I2 +mh2)}ω2

+mg[(I1 sin
2 δ + I2 cos

2 δ +mh2)(r2 − h)]

+mg[(I1 cos
2 δ + I2 sin

2 δ +mh2)(r1 − h)],

a3 = [(I2 − I1)mh(r1 − r2) sin δ cos δ]ω
3,

a4 = {(I3 − I1)(I3 − I2)}ω4

+ {mh[(I3 − I1 sin
2 δ − I2 cos

2 δ)(r1 − h)]}ω4

+ {mh[(I3 − I1 cos
2 δ − I2 sin

2 δ)(r2 − h)]}ω4

+ {m2h2(r1 − h)(r2 − h)}ω4

+mg[(I3 − I1 sin
2 δ − I2 cos

2 δ)(r1 − h)]ω2

+mg[(I3 − I1 cos
2 δ − I2 sin

2 δ)(r2 − h)]ω2

+ [2m2gh(r1 − h)(r2 − h)]ω2

+m2g2(r1 − h)(r2 − h).
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Kako je a0 > 0, onda su minori Hurvicove matrice:
a1
a0

1 0 0
a3
a0

a2
a0

a1
a0

1

0 a4
a0

a3
a0

a2
a0

0 0 0 a4
a0


i minori matrice: 

a1 a0 0 0
a3 a2 a1 a0
0 a4 a3 a2
0 0 0 a4

 (83)

istog znaka. Neka su ∆1,∆2,∆3,∆4 minori matrice (83). Tada je:

∆1 = a1 = [(I2 − I1)mh(r1 − r2) sin δ cos δ]ω,

∆2 = a1a2 − a0a3 = a1a2 − a0ω
2a1 = a1(a2 − a0ω

2),

∆3 = a1(a2a3 − a1a4)− a0a
2
3 = a1(a2ω

2a1 − a1a4)− a0ω
4a21

= a21{a2ω2 − a4 − a0ω
4}

= a21{[mg(I1 + I2 − I3 +mh2)(r1 + r2 − 2h)− 2m2gh(r1 − h)(r2 − h)]ω2

−m2g2(r1 − h)(r2 − h)},

∆4 = a4∆3.

U sluqaju da je:

0 < δ <
π

2
, I1 < I2 < I3, r1 > r2 > h,

uslovi:
∆1 > 0,∆2 > 0,∆3 > 0,∆4 > 0, (84)

se svode na:
∆1 > 0,∆3 > 0, (85)

jer je onda a4 > 0 i a2 − a0ω
2 > 0, pa ako je zadovoǉeno (85), bi�e

zadovoǉeno i (84). Kada se ∆3 podeli sa a21mgh, uslov ∆3 > 0 ima
oblik:

Jω2 −mgh
(r1
h

− 1
)(r2

h
− 1
)
> 0, (86)
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gde je:

J = (I1 + I2 − I3)
(r1
h

+
r2
h

− 2
)
−m[4h2 − 3h(r1 + r2) + 2r1r2].

Kako je uslov ∆1 > 0 zadovoǉen za ω > 0, onda treba jox da va�i:

Jω2 > mgh
(r1
h

− 1
)(r2

h
− 1
)
. (87)

Ako je J ≤ 0, onda ovaj uslov ne mo�e da bude zadovoǉen, pa
ne postoji stabilna rotacija. Ako je J > 0, onda �e postojati
stabilna rotacija u jednom smeru, ali ugaona brzina mora da bude
ve�a od kritiqne ugaone brzine ω∗:

ω2
∗ = mg

(r1 − h)(r2 − h)

Jh
. (88)

U tom sluqaju �e, na osnovu teoreme ǈapunov–Malkina, kretaǌe
asimptotski te�iti nekoj rotaciji sa ugaonom brzinom ω′, gde se
vrednost ω′ mo�e na�i iz zakona odr�aǌa energije imaju�i u vidu
da �e energija sistema pri takvoj rotaciji biti:

E = T + U =
1

2
I3ω

′2 +mgh.

Sa T i U su oznaqene kinetiqka i potencijalna energija, redom.

Mo�e se zakǉuqiti da ne�e postojati stabilna stacionarna
rotacija keltskog kamena kod koga je J ≤ 0. Stabilnost stacionar-
ne rotacije keltskog kamena kod koga je J > 0 zavisi i od smera i
od intenziteta ugaone brzine: u jednom smeru je uvek nestabilna,
a u drugom smeru je stabilna samo ako je ugaona brzina ω ve�a od
kritiqne ugaone brzine ω∗. Vrednosti J i ω∗ su odre�ene geomet-
rijom keltskog kamena i raspodelom mase u ǌemu.

61



4 Dodatak

Da bi se dobio sistem diferencijalnih jednaqina (78), pot-
rebno je sisteme diferencijalnih jednaqina (70) i (76) izraziti
preko Ω1,Ω2,Γ1,Γ2,Θ1,Θ2, gde je Θ1 = Ω3 − ω, Θ2 = Γ3 − 1. U tom
ciǉu, neka su sa On oznaqene veliqine reda ne maǌeg od n po
promenǉivama Ω1,Ω2,Γ1,Γ2,Θ1,Θ2 u okolini taqke Ω1 = Ω2 = Γ1 =
Γ2 = Θ1 = Θ2 = 0. Tada jednakosti (67) imaju oblik:

X1 = −r1
Γ1

Γ3

= −r1
Γ1

1 + Θ2

= −r1Γ1 + r1
Γ1Θ2

1 + Θ2

= −r1Γ1 +O2,

X2 = −r2
Γ2

Γ3

= −r2
Γ2

1 + Θ2

= −r2Γ2 + r2
Γ2Θ2

1 + Θ2

= −r2Γ2 +O2,

X3 = −h+
r1Γ

2
1 + r2Γ

2
2

2Γ2
3

= −h+O2.

(89)

Iz (77) se dobija:

V1 = Ω3X2 − Ω2X3 = (ω +Θ1)(−r2Γ2 +O2)− Ω2(−h+O2)

= −r2ωΓ2 − r2Θ1Γ2 +O2 + hΩ2 +O3 = hΩ2 − r2ωΓ2 +O2,

V2 = Ω1X3 − Ω3X1 = Ω1(−h+O2)− (ω +Θ1)(−r1Γ1 +O2)

= −hΩ1 +O3 + r1ωΓ1 + r1Θ1Γ1 +O2 = r1ωΓ1 − hΩ1 +O2,

V3 = Ω2X1 − Ω1X2 = Ω2(−r1Γ1 +O2)− Ω1(−r2Γ2 +O2)

= −r1Ω2Γ1 +O3 − r2Ω1Γ2 +O3 = O2.

(90)

Jednaqine (70) postaju:

Γ̇1 = Ω3Γ2 − Ω2Γ3 = (ω +Θ1)Γ2 − Ω2(1 + Θ2)

= ωΓ2 +Θ1Γ2 − Ω2 − Ω2Θ2 = ωΓ2 − Ω2 +O2,

Γ̇2 = Ω1Γ3 − Ω3Γ1 = Ω1(1 + Θ2)− (ω +Θ1)Γ1

= Ω1 + Ω1Θ2 − ωΓ1 +Θ1Γ1 = Ω1 − ωΓ1 +O2,

Θ̇2 = Γ̇3 = Ω2Γ1 − Ω1Γ2 = O2.

(91)

Ovime su dobijene tre�a, qetvrta i xesta jednaqina iz (78). Treba
imati u vidu da svaka od veliqina O2 postaje nula za Ω1 = Ω2 =
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Γ1 = Γ2 = 0, nezavisno od vrednosti Θ1 i Θ2. Sada je iz (67) i (91):

Ẋ1 = −r1
Γ̇1Γ3 − Γ1Γ̇3

Γ2
3

= −r1
(ωΓ2 − Ω2 +O2)(1 + Θ2)− Γ1O

2

(1 + Θ2)2

= −r1
ωΓ2 + ωΓ2Θ2 − Ω2 − Ω2Θ2 +O2 −O3

1 + 2Θ2 +Θ2
2

= −r1
ωΓ2 − Ω2 +O2

1 + 2Θ2 +Θ2
2

= −r1
ωΓ2 − Ω2

1 + 2Θ2 +Θ2
2

+O2

= −r1(ωΓ2 − Ω2) + r1
(ωΓ2 − Ω2)(2Θ2 +Θ2

2)

1 + 2Θ2 +Θ2
2

+O2

= r1Ω2 − r1ωΓ2 +O2,

Ẋ2 = −r2
Γ̇2Γ3 − Γ2Γ̇3

Γ2
3

= −r2
(Ω1 − ωΓ1 +O2)(1 + Θ2)− Γ2O

2

(1 + Θ2)2

= −r2
Ω1 − ωΓ1 + Ω1Θ2 − ωΓ1Θ2 +O2 −O3

1 + 2Θ2 +Θ2
2

= −r2
Ω1 − ωΓ1 +O2

1 + 2Θ2 +Θ2
2

= −r2
Ω1 − ωΓ1

1 + 2Θ2 +Θ2
2

+O2

= −r2(Ω1 − ωΓ1) + r2
(Ω1 − ωΓ1)(2Θ2 +Θ2

2)

1 + 2Θ2 +Θ2
2

+O2

= r2ωΓ1 − r2Ω1 +O2,

Ẋ3 =
1

2

d
dt
(r1Γ

2
1 + r2Γ

2
2)Γ

2
3 − (r1Γ

2
1 + r2Γ

2
2)

d
dt
(Γ2

3)

Γ4
3

=
1

2

2(r1Γ1Γ̇1 + r2Γ2Γ̇2)Γ
2
3 − 2(r1Γ

2
1 + r2Γ

2
2)Γ3Γ̇3

Γ4
3

=
(r1Γ1(ωΓ2 − Ω2 +O2) + r2Γ2(Ω1 − ωΓ1 +O2))(1 + Θ2)

2

(1 + Θ2)4

− (r1Γ
2
1 + r2Γ

2
2)(1 + Θ2)O

2

(1 + Θ2)4

=
(r1ωΓ1Γ2 − r1Γ1Ω2 +O3 + r2Γ2Ω1 − r2ωΓ2Γ1 +O3)(1 + Θ2)

2

(1 + Θ2)4
−O4

=
O2(1 + Θ2)

2

(1 + Θ2)4
−O4 = O2 −O4 = O2.

(92)
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Na osnovu (77) i prethodnog (imaju�i u vidu da je zbog (75) Θ̇1 =
Ω̇3 = O1, jer je na osnovu (89) X1 = O1, X2 = O1) je:

V̇1 = Ω̇3X2 + Ω3Ẋ2 − Ω̇2X3 − Ω2Ẋ3

= Θ̇1(−r2Γ2 +O2) + (ω +Θ1)(r2ωΓ1 − r2Ω1 +O2)

− Ω̇2(−h+O2)− Ω2O
2

= −r2Θ̇1Γ2 +O2 + r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + r2ωΘ1Γ1 − r2Θ1Ω1 +O2

+ hΩ̇2 −O2 −O3

= O2 +O2 + r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 +O2 −O2 +O2 + hΩ̇2 −O2 −O3

= r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + hΩ̇2 +O2,

V̇2 = Ω̇1X3 + Ω1Ẋ3 − Ω̇3X1 − Ω3Ẋ1

= Ω̇1(−h+O2) + Ω1O
2 − Θ̇1(−r1Γ1 +O2)

− (ω +Θ1)(r1Ω2 − r1ωΓ2 +O2)

= −hΩ̇1 +O2 +O3 + r1Θ̇1Γ1 −O2

− r1ωΩ2 + r1ω
2Γ2 − r1Θ1Ω2 + r1Θ1ωΓ2 +O2

= −hΩ̇1 +O2 +O3 +O2 −O2 − r1ωΩ2 + r1ω
2Γ2 −O2 +O2 +O2

= r1ω
2Γ2 − r1ωΩ2 − hΩ̇1 +O2,

V̇3 = Ω̇2X1 + Ω2Ẋ1 − Ω̇1X2 − Ω1Ẋ2

= Ω̇2(−r1Γ1 +O2) + Ω2(r2ωΓ1 − r2Ω1 +O2)

− Ω̇1(−r2Γ2 +O2)− Ω1(r2ωΓ1 − r2Ω1 +O2)

= −r1Γ1Ω̇2 +O2 + r2ωΓ1Ω2 − r2Ω1Ω2 +O3

+ r2Γ2Ω̇1 −O2 − r2ωΓ1Ω1 + r2Ω
2
1 +O3

= −r1Γ1Ω̇2 +O2 +O2 −O2 +O3 + r2Γ2Ω̇1 −O2 −O2 +O2 +O3

= r2Γ2Ω̇1 − r1Γ1Ω̇2 +O2.

(93)
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Sada (69) ima oblik:

F1 = gΓ1 + V̇1 + Ω2V3 − Ω3V2

= gΓ1 + r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + hΩ̇2 +O2 + Ω2O

2

− (ω +Θ1)(r1ωΓ1 − hΩ1 +O2)

= gΓ1 + r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + hΩ̇2 +O2 + Ω2O

2

− r1ω
2Γ1 + hωΩ1 − r1ωΓ1Θ1 + hΩ1Θ1 +O2

= gΓ1 + r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + hΩ̇2 +O2 + Ω2O

2

− r1ω
2Γ1 + hωΩ1 −O2 +O2 +O2

= (g + r2ω
2 − r1ω

2)Γ1 + (hω − r2ω)Ω1 + hΩ̇2 +O2,

F2 = gΓ2 + V̇2 + Ω3V1 − Ω1V3

= gΓ2 + r1ω
2Γ2 − r1ωΩ2 − hΩ̇1 +O2

+ (ω +Θ1)(hΩ2 − r2ωΓ2 +O2)− Ω1O
2

= gΓ2 + r1ω
2Γ2 − r1ωΩ2 − hΩ̇1 +O2

+ hωΩ2 − r2ω
2Γ2 + hΘ1Ω2 − r2ωΘ1Γ2 +O2 −O3

= gΓ2 + r1ω
2Γ2 − r1ωΩ2 − hΩ̇1 +O2

+ hωΩ2 − r2ω
2Γ2 +O2 −O2 +O2 −O3

= (g + r1ω
2 − r2ω

2)Γ2 + (hω − r1ω)Ω2 − hΩ̇1 +O2,

F3 = gΓ3 + V̇3 + Ω1V2 − Ω2V1

= g(1 + Θ2) + r2Γ2Ω̇1 − r1Γ1Ω̇2 +O2 + Ω1V2 − Ω2V1

= g + gΘ2 +O1 = g +O1.

(94)

Od svih veliqina On u prethodnim izrazima, jedino O1 iz F3 =
g + O1 ne mora da bude jednak nuli za Ω1 = Ω2 = Γ1 = Γ2 = 0 (to
�e biti u sluqaju da je Θ2 ̸= 0). Me�utim, u onome xto sledi,
mno�i�e se nekim od Ω1,Ω2,Γ1,Γ2, tako da �e dobijena veliqina
O2 biti jednaka nuli za Ω1 = Ω2 = Γ1 = Γ2 = 0. Do sada dobijeni
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izrazi glase:

X1 = −r1Γ1 +O2,

X2 = −r2Γ2 +O2,

X3 = −h+O2,

V1 = hΩ2 − r2ωΓ2 +O2,

V2 = r1ωΓ1 − hΩ1 +O2,

V3 = O2,

F1 = (g + r2ω
2 − r1ω

2)Γ1 + (hω − r2ω)Ω1 + hΩ̇2 +O2,

F2 = (g + r1ω
2 − r2ω

2)Γ2 + (hω − r1ω)Ω2 − hΩ̇1 +O2,

F3 = g +O1,

Γ̇1 = ωΓ2 − Ω2 +O2,

Γ̇2 = Ω1 − ωΓ1 +O2,

Θ̇2 = O2,

Ẋ1 = r1Ω2 − r1ωΓ2 +O2,

Ẋ2 = r2ωΓ1 − r2Ω1 +O2,

Ẋ3 = O2,

V̇1 = r2ω
2Γ1 − r2ωΩ1 + hΩ̇2 +O2,

V̇2 = r1ω
2Γ2 − r1ωΩ2 − hΩ̇1 +O2,

V̇3 = r2Γ2Ω̇1 − r1Γ1Ω̇2 +O2.

(95)
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Sada (73) ima oblik:

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)Ω2Ω3 − I12Ω1Ω3 = m(X2F3 −X3F2),

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)Ω2(ω +Θ1)− I12Ω1(ω +Θ1)

= m((−r2Γ2 +O2)(g +O1)

− (−h+O2)((g + r1ω
2 − r2ω

2)Γ2 + (hω − r1ω)Ω2 − hΩ̇1 +O2)),

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)ωΩ2 +O2 − I12ωΩ1 −O2

= m(−r2gΓ2 + gO2 +O2 + hgΓ2 + hr1ω
2Γ2 − hr2ω

2Γ2

+ h2ωΩ2 − hr1ωΩ2 − h2Ω̇1 + hO2 −O2)−O2,

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 + (I3 − I22)ωΩ2 − I12ωΩ1 +O2

= −mh2Ω̇1 +m(h2ω − hr1ω)Ω2

+m(hg − r2g + hr1ω
2 − hr2ω

2)Γ2 +O2,

(I11 +mh2)Ω̇1 + I12Ω̇2

= I12ωΩ1 + ((I22 − I3)ω +m(h2ω − hr1ω))Ω2

+m(hg − r2g + hr1ω
2 − hr2ω

2)Γ2 +O2,

(96)

xto predstavǉa prvu jednaqinu u (78).
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Sliqno, jednaqina (74) ima oblik:

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)Ω1Ω3 + I12Ω2Ω3 = m(X3F1 −X1F3),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)Ω1(ω +Θ1) + I12Ω2(ω +Θ1)

= m((−h+O2)((g + r2ω
2 − r1ω

2)Γ1 + (hω − r2ω)Ω1 + hΩ̇2 +O2)

− (−r1Γ1 +O2)(g +O1)),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)ωΩ1 +O2 + I12ωΩ2 +O2

= m((−hgΓ1 − hr2ω
2Γ1 + hr1ω

2Γ1 − h2ωΩ1 + hr2ωΩ1 − h2Ω̇2 +O2)

+ gr1Γ1 − gO2 −O2),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 + (I11 − I3)ωΩ1 + I12ωΩ2 +O2

= −mh2Ω̇2 +m(hr2ω − h2ω)Ω1

+m(hr1ω
2 − hr2ω

2 − hg + gr1)Γ1 +O2,

I12Ω̇1 + (I22 +mh2)Ω̇2

= ((I3 − I11)ω +m(hr2ω − h2ω))Ω1 − I12ωΩ2

+m(hr1ω
2 − hr2ω

2 − hg + gr1)Γ1 +O2,

(97)

a to je druga jednaqina u (78). Iz (95) se mogu F1 i F2 izraziti:

F1 = hΩ̇2 +O1,

F2 = −hΩ̇1 +O1.

Tako�e, iz (95) je:

X1 = O1,

X2 = O1,

X3 = −h+O2,

gde veliqine O1 i O2 iz prethodnih izraza postaju nula za Ω1 =
Ω2 = Γ1 = Γ2 = 0. Tada prve dve jednaqine u (76) imaju oblik:

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 +O2 = m(O1F3 − (−h+O2)(−hΩ̇1 +O1)),

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 +O2 = m((−h+O2)(hΩ̇2 +O1)−O1F3),
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tj:

I11Ω̇1 + I12Ω̇2 = −mh2Ω̇1 +O1,

I12Ω̇1 + I22Ω̇2 = −mh2Ω̇2 +O1,

ili:

(I11 +mh2)Ω̇1 + I12Ω̇2 = O1,

I12Ω̇1 + (I22 +mh2)Ω̇2 = O1,

pa �e biti i Ω̇1 = O1 i Ω̇2 = O1 kad je:

det

[
I11 +mh2 I12

I12 I22 +mh2

]
̸= 0.

To uvek va�i, jer je:

det

[
I11 +mh2 I12

I12 I22 +mh2

]
> det

[
I11 I12
I12 I22

]
= I1I2,

xto se direktno raquna iz (64). To znaqi da je Ω̇1 = O1 i Ω̇2 = O1,
pa je:

F1 = hΩ̇2 +O1 = O1,

F2 = −hΩ̇1 +O1 = O1.

Sada jednaqina (75) ima oblik:

I3Ω̇3 + (I22 − I11)Ω1Ω2 + I12Ω
2
1 − I12Ω

2
2 = m(X1F2 −X2F1),

I3Ω̇3 +O2 = m(O1O1 −O1O1),

I3Ω̇3 = O2,

Ω̇3 = O2.

Kako je Θ1 = Ω3 − ω, onda je Θ̇1 = Ω̇3 = O2, xto predstavǉa petu
jednaqinu u (78).
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