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[Tocedny 3axBaHOCT KeJmM Jia u3pas3uM Jap Punuiy Jesruhy ca Maremaruyakor
uunctutyta CAHY, Koju Me je cTpIUBUBO ycMepaBao TOKOM IIHCAarba OBOT PAJIA.
Bberosa nogpmika n nocsehenocT duiu cy 0J1 BEJIMKOD 3HaYaja 3a yCIEX U Pa3Boj
oBe Te3e. lHcnimparnujy 3a nucame pajia caM JI00UIa INTajyhn BHeros paJy KojeM

caM ce IIPBH IIYT CycpeJia ca CTPYKTYPOM TOHIIA.

BaxsaspyjeMm cBojuM mpodecopuma jip Cphany Bykmuposuhy u ap Asekcanapy
JIMIIKOBCKOM Ha IpejlaBarbuMa KOje TaMTUM 110 T€HUjAJTHOCTH U MHOTOOPOjHUM
[IpUMepUMa IIPUMeHe MaTeMaTuKe y CBeTy y KoM KubuMo. [locedno nm 3axBasbyjem
Ha W3Y3€THOM TMeJarolKOM TPUCTYIy TOKOM OCHOBHUX CTy/Auja KOjuU Me je

WHCIITPUCAO Jla PaJl Y MaTeMATHIA TOCMaTpaM W IPUMemYjeM Ha UCTU HAYWH.

BaxBaJbyjeM CBOjOj MOPOIUIN HA IMOBEPEIbY U TOAPIIIK KOjy MU CBaKOIHEBHO

IpyzKajy.
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YBO

Mysuka je marematuka y Bpemeny. Ilosmaro je jormn u3 mepuoja aHTUYIKHX
MUCJIMIAIA KaKO MY3WYKa TeOpHja y CBOjOj OCHOBHU KpHje JIyOOKEe MaTeMaTUdKe
odpacIia, a y CaBpEMEHOM CTBapaJIAIlTBY jaB/ba Ce WHTEPECOBAIHE 33 TAKO3BAHU
WOoHaY, KOMOMHATOPHO-TEOMETPUJCKY CTPYKTYPY, KOja OIHKCYje AakKopjie u

WHTEepBAaJICKe OJIHOCe Mel)y ToHOBUMA.

YeTHa WHCINA nja j AEP06 TWOHAU, TE V IIPBO] TJIaBU J1ajeMO IHeroB OIIN
IloueTna unc anuja je O , Te 0] IJIa ajeMO ILErOB OIUC
U YBOJUMO OCHOBHY TEPMUHOJIOTHjy MYy3WYKOr cBera. [ledunuimemo myKuHCKHI

BEKTOpP, & 3aTUM TIPBU YT JajeMO JAePUHUIN]Y TeHEePAJTT30BAHOT TOHIIA.

Hpyro norsiassbe je mocBehieHO CTPYKTYPU CUMILIUITNjAJTHIX KOMILJIEKCA U Kao
KPYHY TIOIJIaBJba JIajeMo J0Ka3 Jla je TeHepaJn30BaH! TOHAIL IOBE3aHa, 3aTBOPEHA

U OpPUjeHTadUIHA MHOTOCTPYKOCT.

Y Tpehoj rnaBu ce ciyKUMO HadeauMa ajredapcke tomosioruje. CTpykTypa
JIBOJIMMEH3UOHATHOT TOHIA Ce€ CBOJM HA TPHUjAHTYJAIUjy TOPYCa W O TOra HaC
JIOBOJIM TeopeMa O KJaacuUKaIuju KOMIIAKTHUX ITOBpIIU. ['eHepaIn30BaHu TOHAIT
IIpeJICTaB/ba TPUjAHTYJIANMja TOpyca, JOK HEKU JIereHepHCaHUd OOJIMIU TOHIIA

ITPOU3BO/IE JIPyTe TOIOJIONIKE CTPYKTYPe.

YeTBpTO TIOT/IAB/bE TIPEJCTAB/HA AYTOPCKU JIOMPUHOC Y KOM HUCIHTY]EMO CBE
nzomopdusme mehy Tounuma. Jlosrazumo 10 BeoMa 3aHUM/BUBOL 3allaXKamba, a TO je
Jta iocToju Tonar n3omopdan Kiaacuaaom OjrepoBom ToHILy. Taj ToHAIL je catunibeH
O]l aKoOpaJia KOjU caJip:Ke CHayKHY MY3WYKY JIMCOHAHILY, T€ HberoBa M30MOpdHA
Be3a ca JIyPCKUM U MOJICKUM aKOPJUMa IPY2Ka N3Y3€THY IIePCIEKTUBY 38 My3UIKe
Teopernyuape u kKommozutope. OBO TocTaB/ba TeMe/b 3a Jla/ba HCTPAKUBAIHA
reHepaJIM30BaHUX TOHAIA, PAa3JUIUTUX XAPMOHCKHX OOjerba, Kao U IbUXOBE

IIpuMeHe y KOMHOSHHHjaMa.



I'maBa 1

Tonar - reoMmeTpuja My3UuKe

1.1 OjnepoB ToHAaI]

Beza usmelhy mysuke m MareMaTHKe cTapa je KOJUKO W caMe Te JIBe HayKe
— oxn Iluraropejana m ucrounux Guio3oda, MPEeKO PEeHECAHCHUX MUC/IUJIAIa U
kommosuTopa. Mehyrum, y XVIII Beky, raunuje 1739. roguue, nacraje geno ,Ten-
tamen novae theoriae musicae ex certissismis harmoniae principiis dilucide expo-
sitae”, y KojeM ce XapMOHCKH ITPOCTOP TOHOBa CHUCTEMATCKH IIPEJICTaB/ba TOMONY
PeOMETPHUJCKUX M apUTMETUYKHUX Mojeja. AyTop oBor jeja je jegaH O
Haj3HAYajHUjUX MaTemarudapa cBux BpeMmena — Jleonmapm Ojuep. Kao mro je
IIOCTaBUO TeMeJbe CaBpeMeHe MaTeMaTHKe, TaKO je M CBOJUM YBHUINMA y MY3UKY
IIOCTaBUO OCHOBE y HAYWHY Ha KOjU ce jlaHac popMan3yjy My3UdKe CTPYKTYPE Y

OKBUDY MY3WYKe U MaTeMaTUIKe TeOpHje.

Cauka 1.1: OjmepoBa Mperka TOHOBa Yy U3BOPHOM U CABPEMEHOM JIHjarpamy.
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Ha coumm 1.1 (a) je npukasana opurunaasna OjrepoBa ujeja Kako ce TOHOBH
MOT'Y ITOCMATPaTH Kao eJIeMEHTH HEKOI' JUCKpeTHOr mpocropa. JLypcku u Moscku
TPO3BYIM C€ JIAKO MOIY YOUYHTH y OKBHpPY Ma Kor pomba na ciuru 1.1(5), Te
HIp. Kaja omcmo moBykjau usuily C-A, pomd FCEA du Omo mome/ben Ha JBa
pazmuauro opujentucana tpoyriaa, FAC-mypcku n ACE-monacku Tpossyk. Tako

nacrtaje Qji1epoB TOHAIL, HAJIIO3HATU]U U UCTOPUjCKU HAJCTAPUjU MOJE TOHIA.

Cauka 1.2: OjnepoB TOHAI] y HOTAIMjU TOHOBA U OPOjeBa.

Ca reomerpujckor cranosuinnTa, QjjaepoB TOHAIL je TOPYC, Y PABHU IPEICTABIHEH
IyTeM TPHUjaHTy/INCaHe TOHCKE MPeXKe y KOjOj ce, Y BUJIy TPOYTJIOBa, JACHO yOUaBajy
CBU JIyPCKU W MOJICKA TPO3BYIIM jeTHAKOTEMIIEpOBaHe xpoMmarcke ckasie. CBakKo
TeMe TIPEJICTaB/ba jeJlaH TOH, a JECHO Ha CJUIU 1.2 BUAMMO Ha KOJU HAYUH CBHUX
12 ToHOBa MOXKEMO MOWCTOBETUTH Ca ejeMeHTuMa cKyma Zijp = {0,1,...,11}.
Cycenna TeMeHa cy TIOBe3aHa MBUTIAMA U IbUX TOCMATPAMO Ka0 My3UYIKe HHTEPBAJIE
U TO: MaJie Teplie, BeJUKe TepIlle W YUCTe KBUHTE, KA0 U CBE IHLUXOBE 00pTaje.
Tako he reomerpuja y3 apuTMETHUKY IIOCTATH je3WK KOjU OTKPHBA CUMETPHUje U
WHBEP3Wje y MY3WYKO] XapMOHHUjU, & MPOCTOP Y KOME Ce aKOP/M KOHTHHYAJHO

oBe3yjy omucahe MHOTe TOMOJIOIIKE U KOMOMHATOPHE CTPYKTYPE.

1.2 My3udku caapkKaj TOHIIA

Beh cmo kopuctuim HEKOIUKO MY3WYKHX TEPMHUHA, T€ YBEJIUMO OCHOBHE
II0jMOBe My3HWYKe Teopuje Koju he HaM oMOryhuTu J1a My3udKd IPOCTOP UHTEPBAJIA,
aKopaJia U CKaJia pa3yMeMO TaMaH OHOJIMKO KOJIMKO HaM je IMOTPEeOHO Y Ja/beM
pany.

ToH je ocHOBHU eJIEMEHT MY3UYIKOT CUCTeMa U O[peheH je CBojoM (hpersenyujom,
OJTHOCHO OpoOjeM OcCIUJIaIlnja 3BYYHOI' Tajaca y cekyH u. /[Ba ToHa ce cmarTpajy

€KBUBAJIEHTHAM aKO Cce hUXOBe (DpeKBeHInje pas3/nKyjy 3a Ie0 Opoj OKTaBa,
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Tj. aKO ce ILUXOB OJHOC MOXKe 3ammcaTu Kao 2F 3a mexu meo 6poj k. Osum ce

JI00Mja MIPUPOHA TEPUOIUIHOCT Y MY3UIKOM IIPOCTOPY, IITO he KacHuje OUTU OJf

CYIITUHCKOT 3HAYAaja 38 pa3yMeBaibe TOPYCHUX CTPYKTypa. My3mdku MHTEpBAJI

IpeJicTaB/ba ofHOC n3Mely pekBeHImja 1Ba ToHa. AKO TOHOBU NMajy (DpeKBeHIn]je
f2

f1 u fo, maTEpBaA M3MeDy BuX je onpehen KOMMIHUKOM -

Ckauta je HU3 TOHOBa pacropeheHnX 110 BUCHHU YHYTap jeJaHe oKTaBe. 1TOHOBE
ckaJie OupaMo U3 CKyIia KOju je jeduHucaH mpemMa oJpeheHoM CucTeMy TeMIIepOBatbha
WHTepBaJja yHyTap okTase. HajoomMmHaHTHEjH je je fHAKOTEMIEPOBAHU CUCTEM,
10 KOME je OKTaBa MO/Ie/beHa Ha JIBAHACCT jeIHAKNX MHTEPBAJIA, T3B. MOJIyCTEIIeHA.
Y  jeHAKOTEMIIEPOBAHOM CHUCTEMY, CBaKH IIOJIYCTEIIEH OJI'0Bapa MHOXKEHbY
dbpeksenmmje ca 2'/12, Tako 1a ce okTaBa 100Hja HAKOH JBAHAECT TAKBUX KOPAKA.

Ha raj naunn noduja ce Hu3:
C,CY, D, Dy, E, F, Ft, G, GY, A, A, H,C

(C, Db, D, Eb, E, F, Gb, G, 4b, A, B, H, C)

[Tormro ce makon H mnoHoBo mojasibyje C' (camo mocrpyko sehe dpeksenmuje),
cucTeM je mpupogHo nepuojudan. Hatiomena: Ton H ce y nurepatypu 3eMalba
zanasine EBpore wernthe o3navasa ca B, a y jgomahoj jimrepaTrypu ¢MO Ipey3esin
HeMadJKy HOTaIlujy, Te B KopucTtumo 3a CHUXKeH ToH H.

XpoMaTcka cKaJia MpeJiCTaB/ba CKyINl CBHX JBAHAECCT TOHOBA YHYTAp jeJTHE
okrtaBe. TakaB CKym MoxkeMmo momcroBetutu ca Zijs = {0,1,...,11}, rme cBakn
eJIEMEHT IIPeJICTaB/ba jeJlaH TOH, a cabuparmbe MO MOJyIy 12 Momeiryje Kperarbe
Kpo3 nosrycrernede. OBUM ce y My3WIKN ITPOCTOP YBOJU apUTMETUYIKA CTPYKTypa

Koja he kKacHmje OUTH KJby4YHA 38 KOHCTPYKIIA]Y TOHIIA.

Apurmernuka CTpYyKTypa jeJHAKOTEMIEPOBAHOT cucreMa omoryhasa na ce
MHTEPBAJIN ONUIIy cabuparmeM 1Mo Mojyay y rpymu (Zis, +). CBaku mHTEpBAJ y
XPOMAaTCKOj CKaJIM MOXKEMO IIPEJICTABUTH Kao pacTojame u3Mely nBa ToHa y Zis,
OJIHOCHO Opoj Tostycreniena usmehy wux. Mmamo oprosapajyhy repmunosorujy 3a
narepsase: 0 (umcra npnma), 1 (Mana cekynzua), 2 (Besmka cekyHma), 3 (Masa
repua), 4 (Besmka Tepra), 5 (umcra KBapra), 6 (IpekomepHa KBapTa/yMarmeHa
KBHUHTA), 7 (KBUHTA), 8 (Masa cekcra), 9 (Besmka cekcra), 10 (mama cemruma), 11
(Besuka centuma), 12 (oxraBa). CBakoM MHTEpBaJy y Ziz NPHJIPYKEH je HHErOB
WMHBEP3aH MHTEPBAaJI, OHAj KOjU ra JIONymyje /10 OKTaBe. MaTeMaTwdiku, akxo
UHTEPBAJ 1PEJICTaB/ba eJeMeHT | € Zis, HheroB uHBep3 je 12 — i (Mmomyno 12).

Ha npumep, Benuka tepua (i = 4) u mana cekcra (12 — 4 = 8) cy uHBEp3HU
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WHTEpPBaJIU, jep 3ajeqHO dYuHe OKTaBy. MHBep3uja y My3W9IKOM CMUCIY OJroBapa

CUMEeTPHUjH NHTEPBaJIa OKO 0/IadPAHOT IEHTPA.

Axkoppn je cKyn on JiBa WM BUIle TOHOBA KOJU 3BydYe HCTOBpeMeHO. JenaH
IpuMep akop/ia je TPO3BYK, Tj. aKOPJ KOjU Ce CacToju oj Tpu ToHa. AKopan
qnHe Da3dy XapMOHCKOT mpoctopa. Hajmosnaruju Tpo3Byru cy AYPCKH, KaJia
Cy WMHTEPBaJM KOje TOHOBH TI'DaJie Cca IIOYeTHUM TOHOM BeJIMKAa Teplia M YNCTa
keuHTa (HIp. C-F-G, 1j. 0 — 4 — 7) 1 MOJICKH KaJia Cce yMEeCTO BeJIKe jaBiba
mauia repua (Hop. A-C-FE, 1j. 0 —3 = 7).

TpaxcrioHOBaTHU aKOPJ, 3HAYN TOMEPUTH CBE IberOBE TOHOBE 38 UCTU MHTEPBAI.
Axo akopji cajp:Ku TOHOBE KOjU OJIr0oBapajy ejgeMeHTumMa {vg, V1, .. ., Vk_1} C Zia,

OH/Ia Ce FeroBa TPAHCIIO3UIINja 3a WHTepBaJ t J1001ja Kao
{vo+t,v1+t, ..., 91 +t} (mod 12).

Y reoMeTpHjcKOM CMWUCIY, TPAHCIO3UINja je WPAHCAGUUJG aKOPIa Y MY3UIKOM
IIPOCTOPY, Tj. IHErOB OOJHMK OCTaje MCTH, ajJau je mosuimja momepeHa. CamdHo,
WHBEP3HUja aKopja ce MOCTHXKe 3aMEHOM CBaKOl' TOHa v ca —v (mo momyiry 12),

IITO OroBapa OJpa3y aKopJa KPO3 CUMETPH]CKY OCY Yy MYy3WUKOM IIPOCTODY.

N360p Tona koju hemo muentudukopatu ca 0 € Zip MOXKe OUTH TPOU3BOJHAH,

MmehyTum Hajuentha cutyaruja he dutn damr Kao y ciejehoj Tadesn.

clet DIt |ElF|Filalai| Al ] B
ol 1234567 8]ol10]11]0

3Hauaj jeJHAKOTEMIIEPOBAHOT CHCTEMa OIVIe/la Ce Y IOCTOjary TyBEHOT
KBUHTHOT KPYyra, KOjuU ce Yy OBOM CHCTEMY CaBPIIEHO 3aTBapa HAKOH CeJaM
okTaBa. Hamme, y jeqHakoTeMrepoBaHO] XpPOMAaTCKO] CKaJd CBaKa KBUHTA WMa
jeTHaKy BeJIMYMHY W OJITOBapa MOMepamy 3a 7 MOJIyCTeleHa, a moJjia3ehn o1 ToHa
C nodujamo: 7-12 =15 0, ynMe ce KPyr KBUHTHU 3aTBapa — HAKOH JIBAHAECT KOPAKa
CTU2KEeMO TIOHOBO J10 ToHa (' y HEKO] OKTABU BHIIIE.

MebyTnum, y IluTaropuHOM cucTeMy, KOjU je HACTa0 N3 AJIMKBOTHOT HU3a
MIPUPOTHUX O0JIMKA BHOpAIlHje KUIle, MHTePBaJIU HUCY JTe(DUHUCAHU TI0 jeTHAKUM
nosycrenennMa, Beh Kao paruonansnu ogHocu pekBeHnuja. Tako je KBUHTA

neduHICAHA Ko OIHOC 2. AKO ce 0Baj OHOC MPUMEHHM JIBAHAECT IyTa 3a PeJIOM,

2
12
%) = 129.7463 ..., 10k Om cemaM OKTaBa BHUIIE OJ[ IOYETHOI' TOHA

usHocusto 27 = 128. Pazimka uzMelly oBux Bpennoctu je npudmmxao 1.0136, mro

Jnoduja ce: (

oJiroBapa WHTepBaJy oJ1 oko 23.46 1enTu, nmozHaroM kao IlmraropmHa Koma.



I''TABA 1. TOHAII - 'TEOMETPHUJA MY3UKE 6

OBa MaJja ajan KyMyJIaTUBHA Pa3J/IMKa 3HAYU J1a Ce Y IPUPOIHOM CHCTEMY KPYT
KBUHTH He 3arTBapa, Beh ocraje orBopen®. Crora ToHOBH mctor mmMeHa (Hrp. D
n Eb) Hucy mormnyHo WIEHTUIHE 110 BUCHHH, IIITO CE JACHO Uyje Ha MHCTPYMEHTUMA
0e3 (ukcHOr TemMmepoBama, Kao 1mTo je BuojuHa. CymopoTHO TOMeE, Yy
jeTHAKOTEMITIEPOBAHOM CUCTEMY, KOJH je ITOCTAa0 JOMUHAHTAH TOKOM KaCHOT OapoKa
— mocedHo HakoH Baxosor ,, /[obpo twemtieposarot kaasupa” — CBUX JIBaHAECT
MIOJIyCTeNeHa UMajy jeTHAKO pacTojarbe U KPYTI' KBUHTH Ce y MOTIIYHOCTU 3aTBapa,

IITO MPEJICTaB/ba KJbYIHY OCOOMHY MOJIEPHOT CUCTE€Ma MWHTOHAIIU]E.

Heo-pumancka Teopuja

Y nyxy pajna, Huje Ha oaMeT yKaszaru Ha TO Ja Beh kpajem XIX Beka,
KOMITO3UTOPH TTOCTEIIEHO JIOCTUKY T'PAHUIIE TPAIUIIMOHAHE YIIOTPeOe XapMOHM)jCKIX
cpejicTaBa u GYHKITNMOHAJHIX AKOPJICKUX BE3a Y OKBUPY jeTHOT TOHAJIUTETA. JaBiba
ce norpeda 3a CJIOKEHUjUM U OOMMHHJjUM AaKOPJICKMM CTPYKTypama, Kao U 3a
aJlaTuMa KOJU MOTY IPENU3HO O3HAYUTH KOMIIO3UIIMOHE MOCTyIKe. Mysmakn
Teoperndap Xyro Puman jemaH je o HpBUX, ajid caja TeopeTudapa MY3HUKe,
KOjU yBOJHU Olepaluje HaJ| akopJuma: Tpu ocHoBHe Tpancdopmarmje (P, R, L)
KOje TIOKPUBajy TOTOBO cBe Moryhe KOMOMHAIIMje aKop/ia Y jeIHaKOTEMIIEPOBAHOM
cucTeMmy. ¥ 0BOM pajiy HeheMo pazmaTpaTu came TpaHcdopMallije, lbiXOBa JIeTa/bHa,
aHaJM3a JIOCTYIHA je y jureparypu, Ha npumep y [3]|. Unak, HakoH ynosHasarba
ca CTPYKTYpPOM TOHIIA, PaJi ca OBUM TpaHC(OpMalldjaMa MOCTaje WHTYUTUBAH U

jacaH.

1.3 KoHcTpyKknuja ToHIA - AYy>KUHCKU BEKTOP L

CaJia KaJ1a MO ce yIO3HAJU Ca CBOM MY3WYKOM TEPMHUHOJIOTM]OM jACHO je Ha
KOjH HAa4YMH MPOCTODP TOHOBA, CarJieIaBaMoO KPo3 Zjs, Te OjIepoB TOHAI] MOXKEMO

JedUHICATH Kao:
T = {{U,U+3,U+7}|’U€Zlg}U{{U,U+4,’U+7}|U€Z12}

/e TIPBU CKYTI YHUj€ TPEJICTaB/ba CBE MOJICKE, a JIPYTHU CKYII CBE JIyPCKE TPO3BYKE.
[Tpumernmo fa ako {u,v,w} € T ouna je {v —u,w —v,u —w} = +{3,4,5} mro
ce MOKJIAIa U ca MYy3WIKIM CMHUCJIOM OBUX KBHHTAKOPa/la, jep WHTepBaIn uiMehy

TOHOBa KOje OHU CaJipyKe MOpajy OMTH MCK/bydnBO: 3 (Mmasa repra), 4 (Beawka
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Tepua), u 5 (KBapTa), WM HEKU O] BbIXOBUX 00pTaja, 9(=15 —3) (Besuka cekcra),

8(=12 —4) (mama cekcra) u 7(=;3 —5) KBUHTA.

[Tpumernmo na ckyn {3,4,5} uma BeoMa 3HAYAJHY M€OMETPHUJCKY Pean3aliujy
y OjsrepoBom Toriy 7'. 3amcra, o3aaqdnmo ra ca L = (3,4,5) u mocmMarpajMo ra Kao
BEKTOD Koju cajpKu nudopmarujy o ayxunuama. [IpaBiu kojuma cy Te JayKuHe
JIoJleJbeHe OJIrOBapajy MpaBIMMa WBHUIA TPOYIJIOBA, OJHOCHO CBUM HCTAKHYTHUM

npaBIAMa y TOHAIl MPEXKU.

Cauka 1.3: [Ipumep peasuzanuje Bektopa L y Tonry 7.

Bekrop myxuna L cajip:Ku TOTOBO CBe TOTpedHE MHGOpPMAIIUje 0 KOHCTPYKITU)U
TOHIIA, T€ jeé MPUPOJHO IIOCTABUTHU IUTAI€ KAKBE CBE MpeyKe TOHOBA MOIY Jia
IIOCTOj€e U KOJIUKO 1ocToju ToHara noryT Ojreposor Toura. Ha npyro nurame hemo
JIaTH OJITOBOP TEK Y IIOCTIEIb0j ITIaBU OBOT' paja, MehyTuM Beh cajga MoxkeMo 1a
KOHCTpyuIeMo ce Moryhe Taxospane reHepanuzoBaHe ToHie Ton™*(L) uuja
Mperka MoxKe OMTH OMJIO Koje JuMeH3uje k — 1, a mojesa cKaJjie Ha OMJIO KOju Opoj

TOHOBaA 7.

[TocTaBumo mpBO OJipehene yciioBe 3a reHepaIM30BaH BEKTOP Jy2KUHA. BakHo
HaM je Ja KaJla 3aBPIIUMO Ca J0/JAaBAabeM CBUX JIYKWHA, OJHOCHO MY3WIKUX
WHTEpBaJa U3 KojekIimje L, JOCTUrHEMO CBe TOHOBE CKaJjie, a Takohe HaMm je o
3Hadaja u TO Ja HajKkpahum myreBm m3mely aBa ToHa Oy/y jeIMHCTBEHH Yy TOHAIT

MPEXKH.

Hedununuja 1.3.1 (Topycru Bextop ayxuna L). Heka je L = {I;}¥_, xosmexnuja
Y Y J =1 ]

k mosuTuBHEUX IeJinX OpoOjeBa TAKBUX Jia je HbUXOB 30UD N

Ltl+-+l=n.
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Konexruja L je pemykoBana ako 3a csaku map I,J € 2 moxckymnosa oxn (k]

iel jed

BaxK1

Konekmuja L je renepuydka ykosuko je H3/1 3a cBe [; jennax 1,
H3d(ly,...,lk) =1. (1.2)

Kazxkemo 1a je Bexrop jayxuna L = (I, ...,[;) TOPYCHU yKOJUKO je KoJieKnuja L

reHeprudKa U peJlyKOBaHA.

VcaoB pejlyKoBaHOCTH HaM Jiaje TO Jia JIBa Pa3/IMInuTa MOJICKYTa JIy>KIUHA HE CME]Y
UMaTHU UCTH 30UP, T€ Jia CBAKH I10J30UP HOCH jeJMHCTBEHY MHQPOPMAIU]y O TOME
KOjU eJIEeMEHTH Cy YYeCTBOBaJM IITO he OCUryparu jeJUHCTBEHE IIyTeBEe Yy TOHILY.
Yeqio renepuanoctu he ocuryparu to ja kodekiuja L = {li,...,l;} renepurie

neny rpyny Z,, Te na he cBU TOHOBU CKaJie OUTHU NMPUCYTHU Y TOHILY.

VY naspeMm pajly, KaJia je jacaH KOHTEKCT, HCToOM o3HakoM L hemo odesexkaBaTu

ckym gyxuna L = {ly,...,l;} u nyxunckn Bekrop L = (Iy,...,1).

1.4 Tenepammuzoanu ToHa Ton™"(L)

Hexka je L = (ly, .. ., ) BEKTOp Jiy?KMHA KOjU 33/[0BOJHABA YCJIOBE PEJLYyKOBAHOCTU
u renepuynoctu. L'eHepanuzoBanu ToHal Ton™"(L) MoxKeMO MHTYUTHBHO /12
3aMUCIIMO Kao JUCKpeTHY (k—1)-uMeH3nony Mpexy usrpalery o/1 jeJHOCTaBHUX
,LPAJIMBHUX JeJIMHUIIA" — TPOYIJIOBA, TeTpae/iapa UIu lbUXOBUX BUIIIEIMMEH3NOHUX
aHaJjiora, dYHhja TeMeHa WIEHTUMUKYjeMO ca TOHOBUMa u3 Z,, a WBUIE Cca
uHTEepBaanMa u3 L.

CBakoM axKopiy, OJHOCHO ,henuju’ y My3WIKOM IIPOCTOPY, OJrOBapa HEKH
nojcKyn ayzxuna u3 L. Y Tom emucity, Ton™F (L) hie npeicraBbaTn KOMOUHATOPHY
CTPYKTYPY KOja HCTOBPEMEHO O€JIeXKN WHTEPBAJICKE OJHOCE W TeOMETPHjy

XapPMOHCKOT ITPOCTOPA.

Hedbuunnmja 1.4.1 (nepmyranuje u cumerpudna rpyna). Ilepmyranuja Ha
ckyny X je ma koja dyskmmja p : X — X koja je Omjexmmja. Pamuianjy cBux

rnepMyTanuja cKkymna X, y o3Haiu Sy, Ha3MBaMO CUMETPUYHa rpyna Ha X.

®opmanny gebununujy Tonma Ton™F(L) majemo cama, mehyTuMm cBe meHe

cerMeHTe hemo JieTa/bHO IPOYUYUTH y HAPEIHOM IIOIJIaBJBY, I/ie heMo geduHucaTu
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CBe TIOTPedHE TOJMOBE MOMYT CUMUAEKCA U CUMTUAUUUIAAHOT KOMUAECKCE TUJU CE

cuMILIeKcH oipelyjy yipaso jayxKuHama u3 L.

Hedbunnmuja 1.4.2 (Fenepanuszosanu tonan Ton™*(L)). Ton™*(L) je (k — 1)-

JIMMEH3MOHU CUMILIUINjAJIHA KOMILIEKC YHji Cy MAKCUMAJHU CAMILIEKCH OOJIMKA!
0= {0, 0+ by, 0+ by +lp2ys - 0 A by A b}
rue je v € Zy, ap € Sx, X ={1,2,...,k} je nepmyranuja.

MaxkcuMaJTHi CUMILIEKCH Cy k-TOYJIaHUM CKYIOBH KOje TeOMETPHjCKU CATJIeIaBaMO
kao (k — 1)-muMeH3MOHE TOIUTOIE, & Y My3UIKOM CMUCJLy OHH IIPEJICTaBibajy k-

3BYKE.



I'maBa 2

KomOuHaTopHa cTpyKTypa TOHIIa

2.1 Cumnjekcu M CUMILJININjaJTHU KOMILIEKCH

Hedbununumuja 2.1.1 (cummieke o). Heka je maro n + 1 adwuHO He3aBUCHUX
Tagaka v, ..., v, y npocropy A". JleduHuiemo n-cuMILJIEKC ¢ WM CUMILIEKC
0 OUMEH3Hje N KOjU je reHepucaH Tauykama vg, . . . , U, Ka0 CKYIl CBUX KOHBEKCHUX
KOMOHMHAIMja AgUg + ... + A\,U,, 38 Koje BaxKu A\g + ...+ A, = 1 u \; > 0, Vi,
0<?<n.

Temena cuMILIeKca 0 Cy €JIeMEHTH CKyTa {v, ..., U, }, OJHOCHO TEMEHA Cy TadKe
KojuMa je cuminiekc jedunucan. JIume cumiiekca o je duio Koju k-CUMILIEKC
T KOju je medwuHuHCcaH MOACKYyIoM T = {v;,...,v;,} C {vo,..., v} = o, TOC je
0 < k < n. TakBy penanujy mMehy cHMILIEKCHMa 00€IeXKaBaMoO ca T = 0. 3a CBaKO
TeMe v; JIUIE TeHEPUCAHO TEMEHUMA Vg, . . . , Vi1, Vitl, - - - , Uy JECTE JIUIE HACYIPOT
temena v;. CBako Juiie quMensuje n— 1 HazuBaMo rpaHnvIHuM JurieM. I'panuna
CHUMIIJIEKCA O je yHUja CBUX I'DAHMYHUX JIMIA CHMIJIEKCA 0 U O3Ha4YaBaMoO je ca
00, JMOK YHYTPAIIOCT CUMILIEKCA JePUHUIIEMO Kao 0= 0 — Jc u HazHBaMO
OTBOPEHUM CHUMILIIEKCOM.

Jormt jeqHOM, BaXKHO je HAIIOMEHYTH JIa N-CAMILJIEKC YBEK MMa TadHO 1 + 1 TeMeHa.

ITpumep 2.1.1. 0—cuMIUIeKC je CKyIl KOJU Ce CacTOju OJl caMo jeJHe Tadke {vg}
[0

u 3a wera Baxu 0{vg} = 0, {vo}= {wo}. 1-cummnexc {vg,v1} je ayx (vo,v1) ca

KpajeBuMa y TadkKama Uy U U] ¥ YHYTPaIllbUM Tadkama odsmka Avg + (1 — A)vy,

0 < A < 1. Anasorno, 2-cumiuierc {vg, V1, V2} je TpOyrao ca TeMeHUMa Vg, V1, Uy U

CBHM CBOJUM YHYTDAIIEBIM TadKaMa, 3-CUMILIeKC {vg, U1, Vg, U3} je Terpaejap UT/I.

10
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Tepbhewe 2.1.1. Tauka x Uputiaga PAHUUY N-CUMTLEKCE 0T AKKO je HAJMAbe
Jegna og menur OapUUEHTIPUNHUT KOOPGUHATA (g, ..., \,) jeghara 0. Tawka

T UPpUTaga YHYWPauLboCiu N-CUMUAEKCA T GKKO CY C8€ 1beHe OapUUEHTUPULHE

koopgunatie (Mg, ..., \,) GosuueHe.

Crauka 2.1: I[Ipumep 2-cuminiekca ca UCTAKHYTOM TadkoM 1 = A\gvg + A1 + Aovo,
Sa)\0+)\1+)\2=1.

Hedbuunnmja 2.1.2 (kommekc K,;). AICTPaAaKTHU CUMILIAIMjAJTHU KOMILIEKC
je ypeben map K, = (V,S) koju ce cacroju u3 HempasHOr cKyma V CBOjuX TeMeHa
n damuauje S KOHAYHUX MOJCKYNOBa 01 V' KOju MpeCTaB/bajy anCTPaKTHE

CHUMIIJIEKCEe 0, TOI' KOMIIJIEKCa, TaKO Jda Ba>KH:

(1) CBako Teme v € V mupunaga dap jeHOM, a HajBUIIE KOHAYHOM OPOjy

AIICTPpaKTHHUX CHUMILJICKCa M3 S.

(2) Ceaku MOJACKYIT allCTPAKTHOI CHMILJIEKCA je Takohe alCTPAKTHH CHMILIEKC
o, €S.

OBako neduHICaH, AIICTPAKTHY CUMILIAIIAjAJTHE KOMILTEKC K Huje moacky o A™,
Beh mpeJicTaB/ba KOMOMHATOPHU 00jEeKAT, OTHOCHO CKYIl allCTPAKTHUX CUMILIEKCA
KOJH 33JI0BOJbaBajy ojipehene ycoBe. 300T TOra yBOINMO F€OMETPH)CKY PEATH3aII]y

AIICTPAKTHOT KOMILTEKca y A”.

Hedbunnnuja 2.1.3 (kommieke K). Cummunujamau kommieke K y A" je

KOJIeKITHja cuMiniekca n3 A" 3a Koje BaxKu:
(1) Csako Juie duito Kor cumiuiekca u3 K je takobe y xosekrmju K.

(2) Henpasan mnpecek dmio kKoja jpa cuMmiiekca u3 K je jmie cBakor oJi Ta JBa

CHUMILJICKCa.
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Y dynyhe, ¢ o03upom 1a he yriiaBHOM OUTH jacHO Jia Jid je ped O KOMOMHATOPHOM
00jeKTY, Tj. allCTPAKTHOM KOMILJIEKCY U AIICTPAKTHUM CUMILJIEKCUMA, WU O TbIXOBO}]
FeOMETPHjCKO] Peain3aliiji, KOPUCTUNEeMO jeIHOCTAaBHO TepMUHE KOMILJIEKC U

cuMILJIeKC, Kao 1 o3Hake K m o ymecto K, un o,.

Csaku k-cuMILieKkc KOju IpuIiaia KOMILIEKCY Ha3uBaMO k-JIMIEM KOMILJIEKCA.
Y komiuiekcy, O-muma cy TemeHa, a l-ymmma HazuBamo uBHIIaMa. [umenswmja
koMmIiekca dimK = d jemHaka je MaKCUMAaJIHOj JUMEH3UjU CBUX CUMILIEKCA Y
TOM KOMILJIEKCY. Y KOJIMKO jeé HEKO JIUIe JJuMeH3uje d Ha3uBaMO ra MAKCUMAJTHUM
cUMIJIEKCOM win heJsimjom, a yKOJIUKO je quMensuje d—1 Ha3mBaMo ra CTPaAHOM.
Kazkemo na je xommiekc K YHCT, OJTHOCHO XOMOT€H, YKOJIMKO je CaCTaBJHEH O]
CUMILJIEKCa KOjU CY CBU UCTE AuMeH3uje d.

l'eomerpujcku je jacuo na 'y Eykaunickom npocropy R" KoMmmiekce BU3yaan3yjeMo
Kao0 TOJIUTOIIE, Te JIajMO KpaTak nojceTHuK. IlosmTon nin KOHBEKCHU MOJINTONI
je ckyn y R™ koju ce MOXKe TIPEJICTABUTH Ka0 KOHBEKCHU OMOTAY KOHATHOD CKYIIa
rayaka. JluMmensuja mosmrona je uMeHsnja mwerosor adgpusor omorada (engl. affine
hull). Axo je mosmmron numensuje d, 3oBeMo ra d-tomuron. [losuTon Bugumo n Kao
OorpaHUYeH 00jeKaT KOju je MpeceK KOHAYHOI Opoja 3aTBOPEHUX MOIYyIIPOCTOPA, 10

qeMy Cce W pas3JiuKyje O] TPOU3BOJHHOT MOJINE/Ipa KOjU He MOpa OUTU OI'PDAHUYEH.

Hedbununmja 2.1.4 (cummwmmrnujanan nogkomiuiekc). Komekmuja K C K je
IMOAKOMILJIIEKC KOMILIeKca K YKOJIMKO CAJIpXKU CBa JIAIA CBOJUX CUMILIEKCA U

Takohe ImpeJicTaB/ba, CUMILIUIIN]jAJIHI KOMILJIEKC 3a cede.

[TonkoMIreke Koju caJip2Ku CBe CUMILIEKce n3 K JuMeHsuje Marbe o1 p Ha3UBaMO
p-ckester u obenexkasamo ca K®). Ha mnpumep, K onmocno O-ckerer je

TTOJIKOMILJIEKC KOJU Ce CacTOjh caMoO OJT TeMeHa KomIniekca /.

KpOS YUTaBO IIPBO IIOIJIaBJ/bE Ce HajBI/IHIe ocJiamaMO Ha ,ILe(l)I/IHI/IC&H)a n TpreH)a
pajosa [1], [2], [5] u [6].

Tono.nornja CUMIIJIEKCa 1 KOMIIJIEKCa

Y pagy aHaIM3UpaMoO TOIOJONIKA CBOJCTBA CTPYKTypa ca KOjJUMa paJIMOo.
Kama roBopumo o Tomosioruju, jacHo je jia hemMo y HACTaBKYy OBaKBUX CEKIIHja
UCKJBYYUBO PAJIUTH Ca T€OMETPHjCKOM PEAJIUIAIINjOM CUMILJIEKCA U CUMILIATINA]AJTHAX

KOMILJICKCa.
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Tpebdba mpuMeTuTH /13 je CBAKHM CUMILTIEKC 0 KOHBEKCaH, Iy THO ITOBE3aH, KOMITAKTaH
o .
1 3aTBOpPeH cKyl. Takobhe, lieroBa yHYTPAIIIbOCT O je KOHBEKCHA, ITYTHO MTOBE3aHA
U OTBOPEHA, & 3aTBaparbe yHyTpallmhocTu je cam cumiiekc o. Creneha teopema

oTBphyje oBa cBojcTBa.

Tepbewe 2.1.2. Csaxu n-cumiiexc je xomeomophar 3aWEOPEHO] JeGUHUNHO]
A0GWY B™, Wako ga ce panuya cumuserca 00 UPECAUKABA Ha IPAHULY AOTTLE,

ogrocho wa n-chepy S™L.

Ckuria nokasa: HapeiHa Tpu Kopaka JI0Ka3yjy OBy TE€OpPeEMY.
1. Tomosonko 3aTBaparbe U HempasHOr KOHBeKCHOT cKyma U je Takohe KOHBEKCaH
CKyII. YKOJIUKO je ckyn U orpanmueH, orpanuded he ouru u U.
2. Heka je U memnpa3zaH, orpaHUYeH U KOHBEKCaH OoTBopeH cKyn y A" u Heka a € U.
CBaku 3paK ca HOYeTKOM y Tauky a cede ckyn OU = U — U y TadHo jeIHOj TadKH.

3. ITocToju xomeomopduzam namehy U u B" tako na ce OU npecaukasa Ha S™ 1.0

HedunnimemMo TONoJIOTUjy Ha KOMILJIEKCY K Tako IIITO HPOIJIAIIaBaMo:
F C K je 3arBOpeH yKOJUKO je F'MN o 3aTBOpeH y 0, 3a cBaku o € K.

Mozke ce mokazaTu Jia OBaKoO JedUHNUCAHA TOTOJIOTN]a 3aUCTa UCITYhaBa CBE YCJIOBE
na K mporyiacuMo TOIOJIONIKHM TTPOCTOPOM.

HOI‘JIG,H,&J.MO Ca/Jla IIITa TO 3HA4YM Ja je KOMIIJIEKC IIOBE3aH.

Hedbuunumuja 2.1.5. Kommieke K = (V,S) je moBe3aH yKOJUKO ce HE MOXKe
npeJicTaBuTH Kao yHUja jaBa komiutekca K = (V1,81) u Ky = (V4,8,), e je
V =V, UV,, 3a qucjyakTHe ckymoBe Vi u Vs, a takohe S = §; US,, 3a aucjyHKTHE
S uss.

Tephewe 2.1.3. Vkoauxo je K = (V,S) uosesan komunrexe, waga cy S u 'V

Upedpojusy, CKYUOsU.

I'enepasHO KO, CUMILIUITNjaTHIX KOMILIEKCa, YBEK 3axTeBaMo Ja K Oyre JTI0KaJIHO
KOHAYAH, OJHOCHO YaK M KaJa CaJPKU OECKOHAYHO MHOTO CHMILIEKCA CBAKO TeMe
MO2K€ TIPUTIAJIATH HAjBUIIE KOHAYHOM OpOjy Jintia. OBaKBUM yCJIOBOM JIOOUjaMO Jia
je m K mokamHO KoMmakTaH. Takohe, MOxKe ce TTOKa3aTHU Jla je KOMILIEKC ITOBE3aH
aKO U CaMoO aKO je HeroB l-cKeseT IOBe3aH, OJJHOCHO aKO IIOCTOjU IIOJUI'OH KOJU

00pa3yjy cBe merose upuile. JIako ce MOKeMO yBEPUTH Jia KOJI CUMILIUIIN]ATHUX
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KOMILJIEKCa ITIOBE3aHOCT TaKObe npeacTaB/ba U IIYTHY IIOBE3aHOCT.

Kenmumo j1a paJiuMo ca jaKo JIeMMM KOMILJIEKCHUMa KOjU He TI0Ce/lyjy HUKaKBe
CUHTYJIAPUTETE, T€ YBOJIUMO 3B€34ay U JIMHK TeMeHa v, IPBO U3 IeOMETPHjCKO-
TOIIOJIOIIKE TIEPCIIEKTHBE, & y HAPEJIHO] CEKIMjU U KAa0 KOMOMHATOPHE OOjeKTe.

OBe cTpykType he HaM OuUTH KJ/bydHE y JIOKA3UMa HAMa BaXKHUX TeopeMa Koje

Oymy ycienuie.

Hedbunnnnmja 2.1.6 (3Be31a u auek). Heka je v reme uz K. OTrBopena 3Be3aa
TeMeHa v, y o3Hanu st(v), jecTe yHHja YHYTDPAIIBOCTH OHUX CHUMILIEKca n3 K

KOJU caJIpzKe ¥ Kao CBOje TeMe:

st(v) = U 7.

BarBopeme ckyna st(v) obesnexkaBamo ca St(v) = st(v) u Ha3WBaMO ra 3BE34a

remena v. Ckyn St(v) — st(v) Ha3suBaMO JIMHK TeMeHa v y K u 03HaIaBaMo ra ca

LE(v).

3eesna St(v) m muuk Lk(v) cy nonkommurekcn kommrekca K. JIuak Lk(v) moxkemo
Jla BUJMMO U Kao yHHjy cBUX JmIa u3 St(v) Koja He caapxke v. OTBOpeHa 3Be3/1a je
OTBOPEH CKYII, 32TBOPEHA 3BE3/1a WJINTH CaMO 3Be3/a je KOMIIAKTaH CKyIl. 3Be3/a,

aHaJIO'HO U OTBOPEHA 3Be3/a, Jé YBeK IIyTHO IIOBE3aH CKYII.

2.2 3Be3Ja U JUHK CUMILJIEKCA

Hedbunummmo cajia 3Be37y U JUHK Ma KOT' CUMILJIEKCA, &Il OBaj IyT JIajMO
JedUHANA]Y Uy jOII IMUPEM KOHTEKCTY KOjH HAC He Be3yje caMO 3a NeOMETPHUjCKY
BUBYyeIU3aIln]y, Tj. JePUHUAIITIMO allCTPAKTHO U YMUCTO KOMOMHATOPHO. Jlako MozkeMo
Jla ce yBEPUMO Jla U3 I'eOMETPHUjCKOT yIJia TpeTxojHa JedUHUINja U HapeTHA

3a/1ajy UCTE 0DjeKTe.

Hedunnnmja 2.2.1 (ancrpakrra 3Be3/1a u JuHK). Heka je K KOMILIEKe, a 0 Ma
Koje meroso Jjmre. OTBOpeHa 3Be3/Ia CUMILJIEKCA O je CKYIl CBUX CHUMILIEKCa
KOJH CaJIpKe O,

stlo) ={re K|o <71}
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3Be31a cUMILJIEKCA 0 je CKYI CBUX CHMIIJIEKCA KOjU CY JINIe HEKOT CUMILIIEKCA Y

KOME je o caJIp¥XKaHo,
St(o) ={reK|(FyeK)(c yAT=<7)}.

JIMHK cuMILIeKca o Cy CBH OHHM CHUMIIJICKCH M3 3B€3/€ CUMIIJIEKCaA O, aJIl TaKBHU

1la He caJIprKe CUMILIEKC O,
Lk(o) ={r € K |71 € St(o), TNo =0}.

Kaza »KeamMo mocedHO 1@ HAJIacuMO y OKBHPY KOI' KOMILIEKCa JAeUHUIIEMO
3Be3iy u JuHK, nucahemo St(o, K) ymecro St(o) u Lk(o, K) ymecro Lk(o).

ITo oBakBoj AedunuUju, jacuo je aa je Lk(o) mogkomriureke Komiiekca St(o).
Ykonuko je K uaucr u qumensuje d, 3se3ia St(o, K) je Takohe uncra u gumensuje

d, a ako je dim(o) = k onna je Lk(o, K) uuct u gumensuje d — k — 1.

[Toneka/1 je Jtakiie KOPUCTUTH JTUPEKTHU]Y TeDUHUAIN]Y JTUHKA, OJTHOCHO TaKBY

KOja ra He Be3yje 3a 3Be3JLy:
Link(o) ={r e K|tx0 € K, TNo =0},
¢ Tora hemo pBO yBeCcTH OllepaIujy KOHyCa *, a IOTOM U ITOKA3aTU OBY TBPJIIbY.

Hedbuunnmja 2.2.2 (kouyc). Heka je nar kommureke K u neka je o = {vg, v1,. .., Uk}
IPOU3BOJBHO k-JIMIE TOI KOMILIEKCa. KOHyC HaJl CUMIIJIEKCOM 0 TEMEHOM v je

(k 4 1)-TuMeH3MOHN CHMILTIEKC
vxo = {v,v,01,...,0},

TaKaB JIa je v OujI0 Koje Teme apuHOT IIPOCTOpPa, a KOje HHUje CaJp:KaHO HU Y jeTHO]
aduHOj KOMOMHAIIN]U TEeMeHa CUMILIEKCA O .

Konyc Ham komruieKcom K TeMeHOM w je KOMILIEKC, y o3Hamu w x K, Koju
CaJIP2KM CBE CUMILIEKCE W * T U CBA HUXOBA JIUIA, 38 CBAKU CUMILIEKC T € K, riae
je w moHOBO OWJIO KOje TeMa adWHOr IMPOCTOpa KOje HUje CaJPyKAHO HU y jeJTHO]

acduroj KoMOMHAIjU TeMeHa KoMILaekca K .

Huje Temnko nmokasaru jga oBako JiepuHUCAH KOHYC U0 jeCTe CUMILIEKC JTUMEH3Hje
k + 1 xoju caap:xu o, Kao u 1a je w *x K xkomiuiekc gumensuje dim K + 1 koju

canpxu K.
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leomeTpujcku Tite1aHO, KOHYC je HUINTA JAPYyro no nupamuga. Kaga HeknM
TEMEHOM TTPABUMO KOHYC HaJl JIY2KH, JOOMjaMO TPOyrao, a KOHYC HaJ[ TPOYTJIOM
Jlaje Terpaenap, uT.

[Ipumernmo 1@ oneparyja KOHyca * HeMa CMHCJIA Ka/Ia TeMe ca KOjUM TI'DaJIIMO
KOHYC IIPUIIaJIa HEKO] apUHOj KOMOUHAIIA]U TeMEHa CUMILIEKCa, OJTHOCHO KOMILIEKCA,
HaJ KOJUM JIeJTyjeMO, jep y TOM CJIy9ajy OCTajeMO Yy MPOCTOPY UCTe JTUMEeH3Uje.

[IpuposHo je na yHujy ABa AUCjYHKTHA CUMILIEKCA 0 U T, KOJU Cy CaJIpzKaHU y
HEKOM CHUMILIEKCY BUIIE JUMEH3H]e, IOCMaTPaMO Kao KOHYC, OJITHOCHO Ka0 CUMIIJIEKC
o * 7. OBakaB KOHYyC JepUHHUIIIEMO UTEPATUBHO, TeMe 10 TeMe, mpaBehu KoHyc
HaJ 7T TeMeHUMa u3 o. lIpuMeTnmo 7@ HaM je yCJIOB @ JUCjYHKTHU CUMIIJIEKCU
OyZy caJpKaHH y HEKOM CHMIIJIEKCY BHIIEe UMEH3Hje CACBUM JOBOJBAH JIa
3a/I0BO/BUMO aUHY HE3aBHCHOCT TeMeHa, Kao U TO Ja he ¢ * T IOHOBO OUTHU

CHMIIJIEKC.

Jlema 2.2.1. Hexa je K komtaexc, a 0 ma Koje 1eT060 auue, Waga je
Lk(oc)={reK|txoce€ K, TNo =10}

Hoxkaz: JToBosbHO je mokasaru ja yciaoB T € Star(o) nosnavuu ycjioB 7+ o € K u
obpuyTo. Heka je 7 € Star(o), To 3Ha4YN Jja MOCTOjU HEKM CUMILIEKC p € K Takan
ma 7T X puo = p Kako Baxku 51a cy 7 U 0 JUCJYHKTHU CHUMILIEKCH, BaXKH &
je Txo = p. C ob3upoMm Ja je p cumiiekc u3 K, Tajia je U CBAKO IHErOBO JIUIIE
damt cuminteke Komiuiekca K. O0pHyTO, HeKa je T * o cuMIuieKe u3 K 1 03HAINMO
ra ca v. Taga cy no gedpununmju Konyca 7 u ¢ Jmna cuMmiekca . Jlodujamo na
IIOCTOjU CUMILIEKC 7y TaKaB Jla je 0 =X v U T = 7, O/laKJle OJ]Max JI00UjaMo Ja je
T € Star(o). D

ITIo mokazanoj jleMHn jaCHO BUJMMO Ja je CTPYKTYypa JIMHKa CUMEeTPUIHA, OJITHOCHO

Jla YKOJIMKO BaxKu j1a je 7 € Link(o), Tana je u o € Link(T).

Jlema 2.2.2. Hexa je K xomtaexc, a 0 u T §6a 1elo6a AulLa TWAKEA (0 GGHCU

cNT=0uox7€ K. Taga je
Lk(o x7,K) = Lk(o, Lk(7,K)) = Lk(7, Lk(0, K)).

Hoxa3: Ilokaxknmo na je Lk(o 7, K) = Lk(o, Lk(7, K)), ananorno he Baxxuru n
npyra jennakoct. Heka je p € Lk(o * 7, K) npoussosbho, Taga je p € K. Jla du p
upunagaino Lk(o, Lk(7, K)) norpedHo je 1a BaxKu:
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1. p e Lk(r, K)
2. pNo =0y Lk(r,K)
3. pxo € Lk(t,K) (rj. nap*xoc € K, (pxo)xT7 € Ku (pxo)Nt=10).

Kako p € Lk(o x 7, K), no gedunnmmjn oamax umamo jga je pN(c*7) = O u
px(ox7) € K. obujamo na je pNo =0 u pN7 = (), mro HAM y3 NOYETHH yCJIOB
JemMe Jaje a ¢y p, 0 u T MeDycoOHO JUCjYHKTHU CHMILIEKCH IO ITapOBUMa, a U3
px(ox7) € K nako nobujamo ja Baxku (p*xo)*7 € K, jep Cy TO UCTU CUMILIEKCH.
OunrsiesHo je p * 0 € K, Te cmo oBuM Komiuterupau Tpehu yciaos. CaumdHo ce
JToKa3yje u upsu ycios p € Lk(7, K), 70K Apyru TPUBUjATHO CJIEIN U3 UNIHCHUIIE
na je Lk(1, K) nonkomiuieke komiiekca K. Odpat jeiHaKoCTH ce OKa3yje TOTOBO

NICHTUYHO. O

Jlema 2.2.3. Hexa je K xomiunexc u v 1wetoso weme. Taga Goctioju UpupogHa

oujexyuja uamehy crytosa:
Lk(v)={reK|mx{vieK,v¢r} u stlv)={ce K |veaor}.

Hoxkas: Jedunnmemo dbyukuujy ¢: Lk(v) — st(v), tako ga ¢(1) = 7 x v. Ilo
neduHUIIjU KOHYyCa, T+ {v} je cuMILIEKC KOju caJipxKu v, nakie ¢(o) € st(v), Te je
dbyuknmja 106po nedunucana. PyHKIMja je MHJEKTUBHA, jep ako Baxku 71 x {v} =
Tox{v}, oHma ciequ 11 = To. PyHKIWM]a je CypjeKTUBHA, jep ce CBaKo Jmie o € St(v)
MOZK€ jeIMHCTBEHO U3Pa3uTH Kao 0 = Tx{v}, e je 7 = o\ {v}, a TakBo T npumasia

Lk(v). Hakne, ¢ je dujexnuja. m

2.3 KoMmbOuHaTOpHa MHOI'OCTPYKOCT

[Topen ynmosnaBama ca TJIaBHUM IIOJMOBUMa, CUMILIUIIAjAJTHE TEOMETPHUje U CAMUM
THUM TIOCTaBJbEHE IMOJJIore 3a JI0OpO padyMeBaibe CTpyKType [enepasnmzoBanor
TOHIIA, INJb OBOT TIOTJIaBJ/ba JeCTe W Taj Ja OBJAJAaHUM aJaTUMa CHMILIUAIIN]aJTHE
reoMeTpuje ImoKaxkeMo Jia je ['eHepaJsim3oBaH TOHAIL jeIHA ITI0BE3aHA MHOIOCTPYKOCT.
[TomTo paguMo y IMCKPETHOM OKPY2KErhYy CUMILIUIIAJATHIX KOMILJIEKCA, ITPUPOJIHO
je ma ce oarosapajyha KoHIeNInja MHOTOCTPYKOCTH JeUHUIINE YIIPABO Kao
KOMOMHATOPpHA MHOTOCTPYKOCT.

Kao mro je Kom ryiaTkux MHOTOCTPYKOCTH CBAKOj TAYKH WJIM OTBOPEHO] OKOJIMHU

JI0JIeJbeHa KapTa U3 aT/aca, TAKO CBAKO TeMe, OJTHOCHO CUMILIEKC, IMa, CBOjY 3Be3Ly
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U JIMHK, KOje MOYXKeMO IIOCMaTpPaTh Kao KapTy KOja HaM TOBOPU KaKO Cy IIOBE3aHU

onpehenn ejjeMeHTH KOMILJIEKCA.

Jla ducmo m3dersin paji ca CUHTYJIAPHUM CHUMILJIEKCHMA, OIPaHUYMheMO ce Ha
qrcTe KoMIiekce. Beoma modpa IucKpeTHa alrpOKCAMAIIN]ja TOMOIOIKAX ITPOCTOPA
jecy ympaBo YHCTU KOMILIEKCH 0e3 CUHTYJIapHUX JIUIA. Y TO Ce MOYXKEMO YBEPUTHU
nyrem cienehux nedunuiyja u TBphema, a MOTHBUCAHU TUME YBEIINeMO I0jaM

KOMSI/IHaTOpHe MHOI'OCTPYKOCTH.

Hedbunnnuja 2.3.1. Heka je K unct KOMILIEKC JuMeH3uje d W HEKA je o Ma
Koje meropo k-nure, rae 0 < k < d — 1. Jlune o Ha3suBaMO HECHMHIYJIAPDHUM aKO
je reomeTpujcka peanmsanuja merosor guHKa Lk(o) xomeomopdua chepu SF1
WJIN 3aTBOPEHOM JIACKY B

Tephemwe 2.3.1 (|2]). Heka je K wucw komusrexc gumensugje d. YKoauko je ceaxo
weme y K necuniyrapro, waga 3a ceaxy wawky a € |K| toctoju owisoper Gogekyt
U C K xoju cagpocu a wWaro ga je U ~ B uau U ~ B* N HY, 1ge je H =
{(z1,...,24) € R |24 > 0}.

Hedununnmja 2.3.2 (komdunaropaa MHOrocrpykoct). Caku npocrop X Koju je
xXoMeoMOpdaH T'eOMETPUjCKO] peaiM3alliji  HEKOr' YUCTOr  d-TUMEH3UOHOT
KomILTekca K 1mja cy cBa JIMIa HECUHTYJIapHa, JedUHUIIEMO Ka0 KOMOUMHATOPHY
d-MHOTOCTPYKOCT.

VYkonuko je muHK cBakor k-nuia komiiekca K, 0 < k < d, xomeomopdan chepu

S4=k=1 garkemo sa je X KOMOMHATOpDHA MHOTOCTPYKOCT Oe3 rpanmiie. naue,

IIOCTOjU k-JIUIle YUjU je JTUHK XOMeOoMOp(daH 3aTBOPEHOM JUCKY B " Taja 3a

X kaxkeMo Ja je KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT CA TPAHUIIOM.

OBa gmeduHHIMja HAM IIpe CBera Jaje OJrOBOp Ha IHUTame Kaja je W caM
CUMILTATIjaJTHE KOMILIeKC K jeHa KOMOMHATOpPHA MHOTOCTPYKOCT, a OH he To

OUTHU YKOJIMKO je YHCT U aKO Cy CBa IberoBa JINIA HECHHTYJIAPHA.

la ducMo mokazaJju Ja je HEeKU YUCT KOMILJIEKC KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT
JIOBOJBHO je Jla TIOKAaXKeMO Jia je JIMHK CBAaKOI TeMeHa XoMeoMopdan cdepu mim
JUCKy oarosapajyhe mummenswuje, jep Tajia he MCTO BaXXUTHU U 38 CUMILIEKCE KOjU

caJpzKe TO TeMe. 3anucTa, TO cjaeau u3 ciejaehe ase jeme.
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Jlema 2.3.1. Hexa je 0 = {vg,v1,...,0;} cumtserc komusexca K. Taga je
Lk(o, K) = Lk(o\{vi}, Lk(vi, K)) = Lk(vi, Lk(o\{vi}, K)), Vi € {0,..., k}.
Hoka3z: Tpusujanno ciaean mo jemun 2.2.2. m)

Jlema 2.3.2. Hexka je S™ wombunatmopra n-cghepa, Waga je Aunk c8aKot k-cuminerca
o € 8" xombunatmopra chepa gumensuje n — k — 1.
. -_n o . . _ _ -n
Hexa je B xombunaophu n-guck, Waga je AuHK c8aKko0l k-cumunaexca o € B
. . . -_n
Kombunamopra cpepa gumensuje n —k —1 yxoauko je o ynywpawroe auye og B,

__ . . _ N
a Komburaopru guck gumenduje n —k — 1 yxoauko je o ctomvawrve auve og B .
CropeMHE CMO 12 TTOKAXKeMO KeJheHO TBphembe.

TBpbhemwe 2.3.2. Hexa je K wucti d-gumen3uonu KoMUAEKC YUja CY C6G TWEMEHG
_ _ —=d-1 .
necuniyaapha, ogrocHo usomopdra wexom og ST wau B, waga je K

KOMOUHATLOPHA MHOTOCTLPYKOCT.

Hoxka3z: ZKeymmo ja mokazkeMo Jia 3a cBaku k-cumiuiekc o = {vy, ..., vy} BaxKu:

Skl 5 c IntK

Lk(0'7 K) = { Ed—k—l o c 8K

[Tokazahemo TBpheme Kopuctehu ce mHAYKIMjOM IO OPOjy TeMeHa CUMILIEKCA O,
omxHocHo mo muMensuju k. Heka je k = 0, Tayia je cuMIiekc o 3alpaBo TeMe, Te
10 IPETIIOCTABIM BaxK! ¥Ke/beHn nzomopdusam. IIpernocraBumo caa jga Tepheme
BaXKM 3a cBaku cuMiniekc 7 aumensuje dim 7 < k — 1 u mokaxkumo J1a he TBpheme
BaXXUTH U 38 0 = {vy, ..., v . [locmarpajmo o kao Tx{vg }, e je 7 = {vo, ..., vk_1}
jenan (k — 1)-mumensnonu cumiutekc. Baxkuhe na je Lk(o, K) = Lk(t*{vy}, K) =
Lk(vy, Lk(7,K)). Ilo unaykrusuoj xunore3u Lk(T, K) je nsomopdHO HEKOM 0]
Sk pmm Ed_k, a y 3aBUCHOCTHU OJ TOTa JIa JIM T NPHUIaja YHYTPAIIEBOCTH UJIH
cniojparimoctu o1, K. Jlodujamo na je Lk(o, K) = Lk(vg, S*F) wm je Lk(o, K) &

Lk(vy, B 7k), Te 1o Jemu 2.3.2 KonauHo podujamo jga je Lk(o, K) usomopdno
—d—k—1

HekoM on S F !y B O

2.4 Tonam Ton™*(L) je noBezana KoMOMHATOPHA

MHOTOCTPYKOCT

CaJ1a cMO TIOTITYHO CIIPEMHU J[a JIeTA/bHO Pa3yMeMO CTPYKTYPY 7eHEPaAU308aHOT

wonya. IlogceTmmo ce na je T' on"’k(L) JedbrHICaH Ka0 CUMILIUIIN]AJTHA KOMILIEKC
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YUjU Cy CUMILIEKCH Y TECHOj BE3U ca JIyKUHCKUM BeKTopoM L. CarkeTo, TO MOKEeMO

3aliCaTH Kao:
Ton™ (L) = {oc|oce€L},

e je CBaKu CUMILIEKC 0 0OJIMKA
o={v,v+l, v+lh+l, ..., v+l+--+l}, vEZL,, de {1,2,... k—1}. (2.1)

Jlpyrum pedmma, CBaKU CHMILIEKC je oipeheH mmola3HUM TEMEHOM ¥ W HHU30M
nyxuna {l1,...,ls} C L, Koje ce pejom Haomajy Ha Teme v. Kako cy y nuramy
eJIeMEHTHU Tpy1e Zj,, JaKO ce BUJU Jia Cy U CBA JIUIA OBAKBUX CUMILJIEKCA CAIPKAHA
y Ton™*(L), Kao 1 Ja je cBakKu Helmpa3aH IPeceK [Ba CUMILIEKCa OIleT CHMILIEKC
yuyTap mera. OBu yciosu ooe3dehyjy na je Ton™(L) 3aucra jeman ancrpakTHn

CI/IMHJ’[I/IHI/Ija.HHI/I KOMIIJICKC.

Tephewe 2.4.1. 3a ceaxu eextiop gyorcuna L = (ly,...,1), Ton™ (L) je

aucwuparwar CUME,/LU’@U].CL./I,H’U, KoMuUneKC.

Hoxkas: [lo nebununuju, ceaku cumiieke o € Ton™ (L) je obauka (2.1) u cBako
Er0BO JINIE T = 0, jecTe IOJCKYIl TOI' CUMILIEKCa KOje ce JI00Mja HaJI0/I1aBarheM
noxxonexnuje {l;,,...,li;} € {ly,...,lq} nyxuna u3 L na mexo reme w € {v,v +
Lo+l +1ly, ..., v+l + -+ 14}, maw cam mpumaga Ton™*(L). Jame, mpecex
OMJIO KOja JBa CHMILIEKCA je WM Hpas3aH WX IOJCKYIl JeJIHOT OJl HhUX, Ha je
caMuM THM Takohe cumiuiekc y Kommiekcy. To cy ympaso yciosu aa Ton™F(L)

Oy/le CUMILIAI]jATHU KOMILTIEKC. ]

Nako je Ton™*(L) 3a cBaxu BeKTOp L yBEK CHMILIUIUjATHH KOMILIEKC,
reOMEeTPHjCKa CTPYKTYpa U TOIOJIONIKA CBOJCTBA TOT KOMILIEKCA Y TOTIIYHOCTH
3aBuce oj1 uzdopa L. lenepuuku M pegyrxosear, BEKTOp yKuUHA L, y CMUCIY
nebununmja (1.2) u (1.1), urpa kipydHy yiaory y kiacudukanmju cBuX Moryhux
ToHAIA u y To hemo ce rmocedbHo yBepuTn y mocjemeM rnoriaasby. MehyTum, Beh
caJia MOYKEMO J[a yKaKeMO Ha TO 3allITO Cy YCJIOBU T€HEPUIHOCTU U PE/LYKOBAHOCTU
BeoMa 3HavajHu. KakBy roi My3umdKy CKaJly Jia 0/1adepeMo, YKeJIMMO Ja PaJIuMO
ca BOM y IEJUHU. 3aTO MHTEPBAJIN KOje HAJI0/1ajeMO Ha IMOJIA3HU TOH MOpajy OuTu
TaKBU Ja FHbUXOBOM KOMOWHAITMjOM MOKEMO JIOOUTH CBAKH TOH CKaJje. YIIPaBo
HaM YCJIOB TEHEPUIHOCTH 00e30elyje OBy CBeOOyXBATHOCT: Oe3 Ihera OM HEKH
ToHOBH Omin HejocTmkHU. C JIpyre cTpaHe, yCI0B PeIyKOBAHOCTH TapaHTyje J1a je

Hajkpahu Iy T JI0 CBAKOI TOHA jeanHCTBeHO oxapehen. Ako je, Ha mpuMep, UHTEPBAJT
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u3mMel)y sBa TOHa jegHaK [, MOpa duTH jacHO KOjUM 30MPOM (E€BEHTYAJIHO MAFHVIX)
nyxuHa [; € L je opaj dpoj dopmupan. Ha Taj maumn godujamo ga je Tomall
[oBe3aHa W TOIOJIONIKY jeJIHO3HAYHA CTPYKTYypa, MeHeprcaHa TPAHCIIO3UIjaMa
u nepmyTarujama. Takohe, y Oymayhe hemo yBek mompasymeBaru ja je BeKTOp L
remeprdan u peaykoBan. Casa cMo crpemHn ma n (GpopMasHO JTOKaKeMO Ja je

Ton™*(L) nosezana KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

SHaYajHO je MPUMETHUTH TO Jia IMOCTOjU CHayKHA TOBe3aHOCT m3Mely ToHIa u
riepmyToeapa. Hanme, mocer Jjimma TOHIIA UMa JIMPEKTHY B3y Ca MOCETOM TeMeHA
[epMyTO€e/Ipa, mna he J0Ka3 KOMOMHATOPHE MHOIOCTPYKOCTHU HPUPOIHO YCJIEIUTU
U3 OBe CTPyKTypaJjHe Be3e. la dbucmo To mpukazasu, npBo heMo jgeduHUCATH CBe

peseBaHTHE TI0jMOBE.

Hedununmja 2.4.1 (mepmyroenap). Ilepmyroemap pema k — 1, y osnamm
I, 1 C R* je (k — 1)-1uMeH3HOHM TIOJUTOI YTOIUbEH y k-IMMEH3MOHU IIPOCTOD,
JedUHICAH TaKO J1a HeroBa TeMeHa IIPeJICTaB/bajy CBE IEPMYyTalldje KOOPIMHATA

BekTopa (1,2,...,k).

Temena nepmyToeipa ojgpehena cy nepmyrarujom ckyma [k] = {1,2, ..., k}, oqaocHo
cBako Teme je oosmka (p(1),p(2),...,p(k)), nae je p € Xy jesna nepmyraryja cKyIa
[k]. TTormro je 36up KoopuHaTa CBAKOT TEMEHA @ = 142+...+k, nepmyroenap
je YTOILJbeH y XulleppaBaH: L1+ Xy + -+ T = k(kTH) qumensuje k— 1. JIBa Temena
Cy CIIOjeHa WBUIIOM aKO U CaMO aKO Ce PA3JIMKYy]y 3a Ta4HO jeJIHYy TPaHCIIO3UIIH]Y
KOOPJIMHATA, TIPU Y€MY ce KOOp/IMHATE KOje YIEeCTBY]Y Y TPAHCIIO3UIIN)U PA3IUKY]y
3a 1. [Jakie, ako je ca jenne crpane usune teme (p(1),...,p(i),p(i+1),...,p(k)),
ca gapyre crpane usuile he dutn teme (p(l),...,p(i + 1),p(i),...,p(k)), 3a i €

[k —1].

123 (%1 (%]

132 213

Vg U3

312 231
321 Vs Vy

Cimka 2.2: IlepmyToenap 1l u memy nosiapau cuMIUIHNUjaaHu KoMiniekce 119
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Kowmenrap: [TorapHOCT je orimTa KOHCTPYKITHja Y TEOPHjU ITOJTUTOIA KOja CBAKOM
myHOAUMeH3noHOM ToauTony P C RY, Koju caap:Ku KOOPAMHATHHM IOYETKOM Y
CBOjO] YHYTPAIIHOCTH, IPUIPY2KYje HOBU MOJUTOI P° TaKO MITO XUIIEPPABHU KOje
orpanun4aBajy P moctajy Ttemena y P° um obpuyro. /Ipyrum pedmma, mojiapHOCT
pa3Merbyje yJore TeMeHna M MaKCHUMAJIHAX JIUI@ MOJIUToIa. 3a mnepmyToenap Il g
BaKu Ja je meros nojap I} ;| cuMmmnujajHn KOMILIEKC, IpU 4eMy Cy TeMeHa

. . o
IT;_; y Oujexmnuju ca MaKCHMaJIHIM CHUMILTIeKcuMa u3 117 .

Hedbunnnmja 2.4.2 (ypehena maprunmja ckyna). Heka je S ckyn. Ilaprurumja
ckyna S, y osnamu m = {P, P, ..., P,}, je nomena ckyna S Ha Hempa3sHe,
aucjyakTHe nojckynose P, C S, rako ga je PN P; = () 3a cBaku i # j u
S = ", P. Ypebhena maprumuja ckyna je naprunmja m = {P, Ps,..., Py}

qnju cy dsokoBu P; melycodbHo ypeheHu HEKOM pesiarujoM =, Tako Ja BaXKU
PP = 2P,
[Tpumernmo na ceaka (Heypebena) maprunumja m = {P, P,..., P,} oapebyje

tagno m! pazauuntux ypehenux mapruimja.

[TapTumuje moxkemo kJracudukoBatu Kao puHMje nin rpyospe. Ha npumep,
3a ckyu (k] ={1,2,...,k}, k> T:

o Hajdunuja naprunuja je {{1},{2},...,{k}},
o I'pydspa naprunuja moxke duru, va npumep, {{1,3},{2},...,{5,7,k}},
o Hajrpybspa maprumuja je {{1,2,...,k}}, 1j. neo ckym.

Ucnioctauhe ce na je HaYmH Ha KOju CMO KOHCTpyHcamu ToHar Ton™(L)
YCJIOBHO TO JIa CBAKOM MAaKCHMAJHOM CHUMILIEKCY, Tj. CUMILIEKCY aumensuje k — 1,
o/IroBapa IMUKJIMYHA KJaca TavHo jenHe Hajdunuje ypehene naprunuje ckyna [k|.

Pazmorpumo nipumep paJiu mIycTpalimje.

IIpumep 2.4.1. Heka je maT HaIl KJIACUYHU JIyPCKH TPO3BYK

{UO, U1, U?} — {07 47 7}7

OJIHOCHO jesiaH 2-cuMinieke Kiaacuanor touna Ton'?3(L), L = (11, 1y, 13) = (3,4,5).

[TocmaTpajmo Kako JIy2KMHCKH BEKTOP L y9ecTByje y KOHCTPYHCAY OBOT' CUMILIEKCA.
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1. om vy 710 v JOJIABUMO JI0JIaBaIbEeM JIyKHUHE [y, jep BaxKu v =, Vg + la,
2. 0J1 vy JIO Vg JIOJIA3UMO JIO/IABAHLEM JIYKUHE [1, jep BaxXKu vy =, V1 + [y,
3. 0J1 vy JI0 vy JOJIA3UMO JI0JIaBabeM JIy2KUHE [3, jep BaxKu vy =, Vs + [3.

Ha oBaj nauun, y suy osokosa {{ls}, {l1},{ls}}, bopmupana je jenna vajpunuja

ypehena naprunuja ckyma L. Kajga kaxkeMo 1a 0BOM 2-CHMILIEKCY oJroBapa ypehena
napruruja ckyna [3], mucinmo ma ypebeny maprumujy {{2}, {1}, {3}}, macramy
KopucTehn camMo MHJIEKCe KOjU O/roBapajy JdyKuHama [;.
YuraBa nuKINYIHA KJIaca OBe MapTHUIlHje 3a/aje aKOp/I UCTOT TUIa, Y OBOM CJIyvajy
aypekor. 3amcra, {{1},{3},{2}} sanmaje mpeu, a {{3},{2},{1}} apyru obpraj
Jypckor kBuHTaKopza. To je ympaBo 4mraBa IUKJINYHA Kjaca mapruimje u3 (3]
KOja oJiroBapa HaleMm 2-cuMIuiekcy. l[IpumernMo ja NMuKJIMdHa KJaca CylIpOTHE
opujenTanyje, Tj. Kiaaca onpebhena maprunmjom {{1},{2},{3}}, zamaje moscku
TPO3BYK KaO U CBE IHErOBe 00pTaje.

JlomaTHo, pa3MOTPUMO U JIUIA HIKHUX JUMEH3Hja HAaIler JIyPCKOr TPO3BYKa
{0,4,7}. /IBo3ByKe, OJHOCHO l-cumIuLIeKce, JOOMjaMO TaKO MMTO O HajduHuje

MapTUIlFje IpaBUMO I'pyosbe, parehu OpujeHTaInjy CUMILIEKCA.

o uBuna {vg,v1} = {0,4} (Benuka Tepua) oxrosapa maprunuju {{2}, {1,3}},
jep je vi =y vo + Iz, a vg =, v1 + (I + 13),

o uBuna {vy,va} = {4, 7} (mana repra) oarosapa maprumyju {{1},{3,2}},
o mBuna {vy,v9} = {7,0} (kBapra) omrosapa maprummju {{3},{2,1}}.

Taxobe, n oBze mpumernmo 11a, Hip. 3a {vg, v1 } = {0,4} (Besuka Tepra), napTunmja
cyuporre opujerraimje je {{1,3},{2}} u ona nouesmm oj HEKOr HPOU3BOJHHOL
TeMeHa 3aJaje narepaJj MaJje cekcre. IIITo curypHo Huje ciaydajHOCT, C 003UpPOM
Jla Cy BeJIMKa TepIia M MaJja CEeKCTa je/IHa APYToj MY3WIKN MHBEP3HE.
[Tpon3Bo/bHOM TEMeHY YBeK ojrosapa Hajrpybspa naprumnmja {{1,2,3}}, koja

je Ha HEeKM HaYMH aHaJoTHA (DYHKIUjU UJIECHTUTETA, jep (PUKCUPa TeMe.

Hamnomena: 3a MakcuMaJIHE CUMILIEKCE YBEK KOPUCTUMO HajUHU]Y TAPTUIIA]Y, jeP
caMO OHa MMa CMHUCJA Jia Pa3/BOjU CUMILIEKCE CYIIPOTHE OpHjeTaliije, Tj. Y OBOM

CJIy4ajy MOJICKE U JIyPCKe aKOpJIe.

Wucnupucanu oBuM 3amaxkamweM jedunurieMo mocet (eng. partial order set),

a OIMaX IIOTOM H IIOCET JIHUIla CHMHHHHHjaJIHOF KOMILJICKCa.
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Hedunnnnmja 2.4.3 (nocer). Heka je nar ckyn S u Heka je < SunapHa pesanuja
Ha TOM cKymy. Ypehen map (S, <) masuBamo mocer (nmapuumjasHo ypehen ckyim)

aKo Cy WCIyHbeHa ciejeha cBojersa:

(pednekcusnocr) (Vx € S) xz <z,

(antucumerpuuanocr) (Vz,y € S) (zx 2y AN yz) = =1y,
(rpansutuBhoct) (Vz,y,z€S)(z 2y N y=<z2) = = =<z

3a esrlemenTe T,y € S KaxKeMo J1a Cy YIOPEANBHU aKO BaxK T = Yy WX Y S X, &y

CYIIPOTHOM KazKeMO /Ia Cy HeyIlIiopeaMnuBUu.

Hedbuunnmja 2.4.4 (nocer csux juna Komiiekca). Heka je K cuMimmnujaaamn
kommiekc. ITocer amma kommitekca K, y osmamu F(K), nedunuimemo kao
napIyjaaHo ypeheH ckyi amju cy ejeMeHTH cBa Jinia KoMiuiekca K (ykipyayjyhn

npasaH CKyIl), a peJalyja je Jlarta ca:
7T &= ocCrT.

Hedununmja 2.4.5 (nocer quna cumiuiekca). Heka je K cHMILTUIM]aTHI KOMILIEKC
u o weros d-cumiuiekc. ITocer mmna cumrutekca o, y o3uamu JF (o), 1eduHAIIIEMO

Ka0 MapIjaTHo ypeheH CKYII Ynju Cy eJIeMEHTH CBa JIUIA CUMILIIEKCA 0, CA PEJIAIlijoM:
a=xXf & aCp,

rje «, f 03HaYaBajy JIUIA CHMILIEKCA 0.

Teopema: Tonailr je moBe3zaHa KOMOMHATOPHA

MHOT'OCTPYKOCT

Crpemun cMo Ja dbopMaHo HoKaxkeMo To ja je Tonai Ton™*(L) mosesana
KOMOMHATOpHA MHOrocTpykoct. /Jokas hemo cmnposectu no yruemy ua [1]. Kpos
0Baj J0Ka3 heMo yBUIETH TO KaKO CTPYKTypa JUHKOBA TeMeHa TOHIA OJparkaBa
BeoMa JIEIy Be3y ca IMePMYyTOeIPOM, IIITO oMoryhaBa IIperu3Ho OMMCUBALE JTOKAJTHE

CTPYKType TOHIIA.

Teopema 2.4.1 ([1|). Ton™*(L) je tosesana, komOUNATLOPHA MHOTOCTPYKOCT
yroauro je gyocuncku sexmop L = (Iy, ..., lx) pegykosan u TeHEPUMKU Y CMUCAY
gepuruyuja 1.1 w 1.2. Hlwasuwe, AUHKOSYU TWEMEHA CY USOMOPHHU TPAHUYUAMA

CUMTNUYUJANHUT ToAUTOTa gyasnur (k — 1)-gumenzuonom tepmywmoegpy.
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Jokaz: Hexka je v € Ton™*(L) mpoussosbHO Teme ToHMA. 2KeTHMO /18 MOKAasKeMO
Ja je JIMHK TeMeHa v, Tj. Link(v), xomeomopdan 3arBopenoMm (k — 1)-aucky nim

(k — 1)-cdepu, unme hemo jrokazaTu ja je TOHAI KOMOUHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

[TpumeTnmo Jia je ToceT CBUX JIAIa OTBOPeHe 3Be3/1e star(v) nzoMopdan mocery

cBux ypehenunx maprunmja ckyna [kl:
F(star(v)) = F([k]),

[IpU Y€MYy HAjBUIIE IUMEH3UOHN CUMILJIEKCH O/II0OBapajy Haj(pUHUjUjuM TapTUIIjaMa

ckyna [k]. Cama hemo To u J0Ka3aTH.

CBakoM MaKCHMAaJTHOM CHMILIEKCY TOHIIA OJroBapa TadHO jeIHa, U TO HajduHHje

ypebhena maprunmja ckymna [k] (kao npumep morsenarn 2.4.1). Baucra, Kaga je
o € star(v) MakCUMAJIHU CUMILIEKC, Tj. 0 = {v,v +l1,..., 0+ 11 + ...+ l;_1}, 3a
weMy ofroapajyhy maprurnujy ysumamo m = {{1},...,{k}}.
Penocnen diokosa {/;} y mapTunuju 3aBHCH HCKJ/BYIHBO Ol PEIOCIENA IO KOME
Cy y CHMILIEKCY HaJloJaBaHe JIy’KHWHEe [; W Ha Taj HAYUH Cy CBH MaKCHUMAaJIHN
CUMILJIEKCH Yy KOPECIIOJCHIIN)U Ca IhbUMa OJIroBapajyhuM HajpUuHUjIM HTapTHITjaMa
ckyma [k]. YKynan 6poj MaKCHMAJHUX CUMILIEKCA y star(v), OIHOCHO MAKCHMATHUAX
CUMILIEKCa KOjU CaJIP2Ke TeMe v, jeJIHaK je Opojy mepMyTaliuja KOOpJAnHaTa BEKTOPa
L= (l,...,l;) u Taj dpoj usnocu k!, re nodujamo dam 1 — 1 KopecmomeHujy.

Hame, Heka je caga 7 € star(v) CUMILIEKC Ydja je JuMeH3uja Mamba o1 k— 1, Tj.
7 = {vo,v1,...,v1}, t < k. Cummutekc 7T hie 3a uarepsas usmel)y cBojux cyceHux
TeMeHa Ha, dap jeJTHOM MeCTy UMaTu 30Mp KOJU Ce CACTOjU OJ BUIIE OJ] jeJiHe
jer, Ly Vi €{0,...,t — 1}, riie Ditok

I; caammaBajy WHIEKCH OJroBapajyhux ayKnHa Koje je IoTpedHOo cadpaTu Ja Ou ce

aysxute [; ckyna L. IIpermusunje, v —v; = )

07 TEMEHA V; CTHUIJIO JIO TeMeHa V; 11 (TeMe HAKOH vy 1 JAedUHUIIIMO Kao Uy := Vp).
Mebytum, Kako je y mmTamy CUMILIEKC KOjU HHje MaKCHUMaJaH, mocTtojahe HEKO
i € {0,...,t—1} 3a koje je |[;] > 2. CBakoM TakBOM CHMILJIEKCY OJIrOBapa
jemuucrBeno ypehena naprunuja m = {ly, I1,... I, 1}, a Koja je HapaBHO TpyOiba
o1, HajUHUje MapTHImje.

Huje Temko mokazaru ja je yKymaH Opoj cuMILIeKca JuMensuje t — 1 y OTBOPEHO]
spe3u star(v) jemnak S(k,t) - t!, rue je S(k,t) Crupaunros 6poj apyre Bpcre,
Tj. Opoj HaumHa ma ce ckyn [k] momenm Ha t GsiokoBa Oe3 003mpa Ha peocye

Tux OJIOKOBa, a Opoj mMoryhux pejociesia OJIOKOBa je OHJa MOKpuBeH ca t! (Hop.
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3a t = 1, mpumMeTuMo Jia y OTBOPEHOj 3Be3au star(v) Juie Koje je TeMe MO¥Ke
OuTHM caMoO 7T = U W IBEMy he oJroBapaTH jeJIMHCTBEHa HAjrpyOJba HAPTUIA]jA
m={{1,2,...,k}}).

Hobujamo 1a je yKynan dpoj Jiniia oTBopeHe 3Be31e star(v) jeanax i S(k,t)-t!,
a TO je W yKymaH Opoj maprunuja y mocery [k|, uume mobujamo jte:,IlLHOSHa‘{Hy

Kopecnozenimjy u camum tam F(star(v)) = F([k]).

[TocToju jorr jemna, Hama OJ1 IPECY/IHOT 3HaYaja, jeITHO3HATHA KOPECIIO/IeHIIHja:
[Tocer nuna (k — 1)-gumensuonor mepmyToespa 1, je Takohe nusomopdan nocery

cBux ypehenux nmaprunmja [kl:
F(I—1) = F([K]),

aJIl caJia ca OOPHYTHUM ypehemeM, OJTHOCHO caJia TEMEeHNMa IIEPMYTO€eIPa OJIr0Bapa]jy
Hajbunuje maprunuje u3 k|, a majpumie aumensuonom monosurorny u3 F (Il 1)

onroeapa Hajrpyospa naprunmja m = {{1,2,...,k}}. Jdake,
F(star(v)) = F(Ilx_1)

Hexka je II}_, cummmnujajgHu IOJUATON IoJjapan nepmyToenpy 1I;_;, Taga je

~Y [¢]
star(v) = 1I;_,
[Tosuaro je ja je rpaHuna d-JIUMeH3MOHOT MOJUTOIA TOMOJIONKY jeaHaka (d — 1)-

cdepu, Te jgodujamo Ja je
Link(v) = Ostar(v) = 0lI;_, = §F2

quMe CMO TTOKa3aJI’ JIa je TOHAIT Ton”vk(L) je/iHa KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT.

Cajta iemo tiokazatu u nosesanoct Ton™F(L).
Temena cy emementu ckyna Z,, Te je JOBOJbHO IpoHahu IMyT KOjU IOBE3yje JBa
IpOM3BOJbHA U y3acTomHa TeMeHa v u v + 1. CBojcTBO reHepudHOCTH BeKTOpa L
HaMm gaje to ga je H3/(n,ly,...,lx) = 1, Te nocroje ay,...,a; € 7Z TakBu Ja
je ayly + - 4+ agly =, 1. Iyt om v 10 v + 1 ce moduja ympaBo Kao JUHEapHA
KOMOWHAIMja OBUX JIyKuHa, jep je v + 1 =, v + (aily + - - - + agly), mro mokazyje

IIOBE3AHOCT. O
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[TpumeTnmo J1a je y caydajy TOHIA KAo CHMILIUIINjATHOT KoMILIekca, Link(v) yBek
cdepa, 10K je star(v) ysek 3arBopern (k — 1)-muck.

Taxobe, Ty je jor jeJiHO JIeTIO CBOjCTBO:
Link(r) 22 Oy, _y % -+ % 0TIy, |y 22 SM02 s Sl =2 22 g

KOje HaM Jiaje Jia je JIMHK CHMILIeKCa n30MOopdaH TOIMOJIONKOM ciojy (engl. jo-
in) rpaHMIA CUMIUIMIjATHUX [IOJUTOIA, ITO JOJATHO NOTBPhyje Ja je JIoKaaHa
crpykrypa Ton™k(L) y mormynoctn yckmahena ca moHammameM KOMOWHATODHHIX
muorocTpykoctu. Takohe, Taj JMHK TOIOJIOIIKK YBeK BHIUMO Kao cdepy S¢ Beh
IO3HaTE JIMMEH3U]je

t— t—1

d=> (IL|-2)+(t-1)=> |L|-2t+t—1=k—t—1L

% =0

—_

I
=)



I'maBa 3

TomoJoIirnka cTpyKTypa TOHIIa

Y 0BOM HOIJIaB/bY pa3MaTpaMO TOIOJIONIKY CTPYKTYPY I'eHepPaIn30BaHOT TOHIIA
Ton™*(L) m mokasyjeMo ma OH TIpejicTaB/ba TPHUjaHTydamujy Topyca 1%L,

Kopucrrhemo n mokasarn meke o pesynrara pagosa [1],[2],[4] u [7].

[TorsaBsbe 3a1109MBHLEMO JIeTA/HPHOM aHAIN30M HaMa HajIO3HATHJET CIydaja TOHIA
Ty = Ton'?3(3,4,5), Te ra KOPUCTUMO KaO KOHKDETaH M UJIyCTPATUBAH HpPUMEp
JIBOJMMEH3UOHOT MY3WYKOTI KOMILIEKCa Yhja T€OMETPHUjCKO-TOIOJIONIKA CTYKTypa
OTKpUBa MHOTe OCcOOMHE TeHepau3osanor Tonma T'on™*(L).

VY Ipyroj ceKmuju mpommpyjeMo aHaIn3y Ha CBe Moryhe JIBOIMMEH3UOHE CIIydaje.
[Tpumehyjemo j1a camMO OHU TOHIM KOjU UMAjy T'€HEPUYKU U PEIyKOBAH Ty KUHCKU
BeKTOp L mMajy TONOJIONMIKK THUIl TOpPYyCa, JOK CBHU OCTAJd WMajy Jpyraduje u
Pa3HOBPCHU]jE TOIOJIONIKE CTPYKTYPE.

BaruM, yommTaBamMoO IIPOCTOpP Ha JIWMEH3Hjy k U CIYXKHUMO Ce AaJaTHMa
cumiuimjaiane  xomosioruje. Ilokazyjemo ma je dyngamenramna rpyma
reHepan30BaHor TOHIA cyiodoana Ademosa u ma je OjrepoBa KapaKTepUCTHKA
tonna yBek (. HaBoammo reoMeTpujCcKO-TOIOJIONIKY WHTEPIIPETAIIA]Y TOHIA Kao
JIICKPETHOI Mojiesia JakoOmjaH CTPYKType, a Koja HacC JOBOJHM JI0 JKeJbeHe

TpUjaHTyJIaIuje.

3.1 Tomnam Ton™3(L) je Tpujanrynamuja Topyca

Pagumo ca KOMIAKTHOM JIBOJMMEH3MOHOM IIOBPIIHA, T€ TOJICETUMO C€
IIEHTPATHOT pe3yJITaTa KOjU TIOBe3yje Tpu QyHIaAMEHTaJIHe WHBapUjaHTe:

OPHUjEeHTAdUIHOCT, OPOj rpaHUYHNX KoMIOHeHTH n OjIepoBy KapaKTepUCTHUKY.

28
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Teopema 3.1.1. [Teopema o kinacudukanuju nospim|. /[ee gsogumensuore
KoMUaKWHe Tospwiu (ca uau 6e3 Tpanuye) ¢y ToMeomopPre aKo u camo aKo ce
U0gYgapajy To OpujeHtadUuAHOCTIY, OPOJY TPAHUNHUL KomTonenwu u Ojareposo]

KAPAKWEPUCTAUUU.

OBa TeopeMa 1pe/icTaB/ba OCHOBHH PE3YJ/ITaT Y TOIIOJIOTUjU HOBPIIH, jep oMoryhasa
IBbUXOBY TOTIYHY KJjaacudukamumjy. 3a TOpyC 3HaAMO Jia je KOMIIAKTHA U
OpHUjeHTAdWIHA JIBOJIMMEH3WOHA TOBpIT 0Oe3 rpanmre qmja je (OjepoBa
KapakTepuctuka (. YKOJUKO MOKazKeMo Jia ucTo Baxku u 3a Ton™3(L) noduhiemo

xomMeomMopduzaM usMely TOHIA U TPHUjAHTYJIUCAHE CTPYKTYpe TOHIIA.

OpujeHTanuja y KOMILJIEKCY

V cBaKOM KOHAYHO-IMMEH3MOHOM PEaTHOM BEKTOPCKOM IIPOCTOPY IIOCTOj€ TAIHO
JBe OpHjeHTaIyje: MO3UTHBHA U HeraTHBHA. Y3MHMO 3a HpuMep mpocTop RY,
Ipyna cBux mHBEpTHOMIHUX JuHeapHuX TpaHcdopMmarmja GL(d,R) je mogesbena
Ha jBe komnonenre GLT(d,R) u GL™(d,R), upBy uuHe MaTpuie ca MO3UTUBHOM
JIETEPMUHAHTOM, & JIPYTy Ca HEraTUBHOM, T€ OHE J1ajy 0a3y MO3UTUBHE U HeraTUBHE

opujeHTaIuje.

CBaku CHUMIUIEKC 0 HUHJIyKYje JIBa OpHjeHTHCAHA CHMILIEKCA 0 U —0, a
JeduHUIIEMO UX Kao JBe KJace €KBUBAJICHIIMjE KOje IMPOM3JIa3e U3 CKYyla CBHX
[epMyTallja HaJl JUHEAPHO ypeheHuM CKyIIOM Te€MEeHa.

Heka je mat komiieke K u HeroB p-CUMILIEKC 0. AKO CKYII TeMEHA CHMILIEKCa
o = {vg,v1,...,V,} TmoCcMATpaMO KaO JIMHeApHO ypebhen ckym, oHIa CcBaka
nepmyrangja s : {0,1,...,p} — {s(0),s(1),...,s(p)} omrosapa jeanom ypehenom
HU3y TeMeHa CUMILJIEKCa 0, IPU YeMy YKyIHO noctoju (p+1)! rakBux mepmyranumja.

OBe nepmyTarje MOKEMO MOJEJIUTH Yy TAYHO JIBe KJIace eKBUBAJICHIIH)E, U TO
Ha OCHOBY IapHOCTU nepmyTtanuje. /IBe mepmyranuje s; U Sy NPUNAIAJY HCTO]
KJIACH KO je KOMIIO3HIIN]a 5, ' 0§) HapHa HepMyTallHja, OJHOCHO aKO Ce PA3/IIKYjy
3a maprHy nepmyTtarujy. Ilogcermmo, mapHa mepMyTaruja je oHa Koja ce MOKe

U3PA3UTU Kao IMPOU3BOJ] MAPHOT OpOja TPAHCIIO3UIIA]A.

Hedbunnumja 3.1.1 (opujentucan cumiviekc). Heka je mar p-cuMmiuiekc o =
{vo,v1,...,v,}. Opujenranuja cuMIIekca je n3dop jenme o7 YKYIHO JBE KJace
penociiea TemeHa y cuMminiekcy. JIBa pemociena ce cMarpajy €KBUBAJIEHTHUM

YKOJIMKO je PeJIOCcse]] TEMeHa jeTHOT y OJIHOCY Ha JIDYTH JIOCTUTHYT HapHUM OpojeM
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IIepMyTallfja, & aHAJIOTHO YKOJIMKO je HenapHa. [IpBy Ki1acy HaznBaMo OpHjeHTUCAaH

CUMILJIEKC TTO3UTUBHE OPUjEeHTAIIje U IHeH IIPEJICTAaBHUK je

(v07v17 cee 7vp—lavp)7

a JIpyry KJacy Ha3WBaMO OPHjEeHTUCAHW CUMILIIEKC HETATUBHE OpPHUjeHTAINje

U HeH IPeJICTAaBHUK je

(V1, V0, -+, Up—1, Up).
Osmagasahemo (v, vg, ..., U,) = —(Vo, V1, - .., Up).

Hedbununuja 3.1.2. Heka cy My, My C M nBa pernona, cBaKu XOMeOMOpPdaH
orBopenoM mucKy y R", koja naciehyjy opujenrtanujy. Kaxkemo ma cy peruonu
M; n My KOMIIaTUOWJITHU YKOJIUKO UH/YKY]Y UCTY OPUjEHTAIN]Y HA CBUM CBOjUM

3aje THIIKUM TIO/IPETUOHNMA.

Hedbunnnmja 3.1.3 (opujentabunna mnospm). [ToBpmr M je opujenTaduiiza
YKOJIMKO je Moryhe JI0/Ie/TUTH OPHUjeHTAIlljy CBAKOM IH€HOM PErHoHYy TaKO Jia Cy

OmJI0 Koja JiBa mpekJianajyha pernona KOMIaTHOWTHA.

OpujenTadMTHOCT je MHBApHUjaHTa XOMEOMOP(U3MA, I1a, Cy CBe TOBPIIH T0/Ie/beHe
y JIBe KJjlace: OpujeHTaduIHe U HeopjeHTadbuaHe. TUmmanu mpuMepu OpujeHTadmITHIX
HOBPINHU Cy chepa U WopyYyc, NOK CY KJIACUIHU TPUMEPH HEOPjEeHTAOUIHUX TOBPIITN

Mebdujycosa twpaxa n Kaajrosa boua.

a a
'y «
a a
>y >
a a
(a) chepa (b) Topyc (c) mebujyc (d) xuaju

Cruka 3.1: [Ipumep opujeHTadUIHUX ¥ HEOPU)ECHTAOMIHUX MTOBPIIIH.

VKpaTko, CAMILIHITIjaJIHA KOMILJIEKC je OPUjeHTadm/Ial ako je Moryhe nzadparu
OPHjeHTallnjy JUIA TaKO Ja CBaKa WBHIIA KOMIUIEKCA OyJle 3aCTyI/beHa TavIHO
jEJTHOM y CBAKOM IIPaBILy YHyTap ojlabpane opujenTtaluje. Ipyrum peanma, mocToju
r100aJIH U300p OpHjeHTalldje JIMIA KOjU je KOMIIATHOMJIaH Ha CBUM HBHIAMA

KoMILIekca. V3 mpuMepa BUIUMO J1a je TOPyC OpujeHTaduIaH, jep Kajia 01adepeMo
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TJI00AJTHY OPHjeHTallH]jy, HIIP. CYIIPOTHY CMePy Ka3aJbKe Ha caTy, OHJa CMO PETHOHY
M, = abc jojiesmu TIO3UTUBHY OpHjeHTanujy, a pernony M, ' = bac HeraTupmHy
opujeHTaIujy, MehyTuM OHU Cy KOMIIATHOWJIHM, jep Cy CBa IbUXOBa IpekJjarajyha
JIUTIA, Tj. CTPAHUIE a,b U ¢ ucTe opujeHTalmje.

Axo He mocToju TakaB n3d0P, OJHOCHO AKO HEKE UBUIIE MOPAjy OUTH ,, TBOCTPYKO™
3aCTyIUbEHE Yy UCTOM CMepy, KOMILJIEKC je HeopujeHTadmiaan. OBo mokasyje Jna
OPUjEeHTAdUIHOCT HEje caMO IHUTame Opoja JINIa WU WBUIA, Beh W Ha4YWHA Ha

KOjU Ce JINTIa TIOBe3Yjy U KaKo ce jiedUHUIIe BHIX0BA OPUjeHTAIIN]a.

Hedununnmja 3.1.4 (noxynapamwe 1o opujerranuju). Heka cy M; u My ase
KOMITAKTHE TIOBPIIH, ca win oe3 rpanure. Kaxemo ga ce My u My nomynapajy
0 OPUjeHTAIMju aKo je Moryhe m3adparu opujeHTaAINje 38 HBUX TaKO Ja CBAKU
xomeomopduzam uszMehy ofarosapajynnx permoHa cadayBa OpHjEHTAIIH]Y.

Y mpakcu, TO 3HAYU:

e ako je M, opujerradbuiina, oHIa je u My opujeHTadMIHA Ca HCTOM

OpHUjeHTaIljOM;

e ako je M HeopujerTadbuIHA, OHIA je 1 My HEOpUjeHTadWTHA U CBU JIOKAJTHU

PETruoHU ce MOy Iapajy 10 OPUjeHTAII]jH.

Y paxy ce wmehemo OaBuTM TOBpHIIMa ca IpaHUINOM, MehyTum
IPOKOMEHTAPUIITNMO CTPYKTYPY U Te MOBPIIH. TOIOJIONIKA MOBPII €A I'PAHUIIOM
je moBe3aHa 2-MHOT'OCTPYKOCT YW Ce JIe0 TadaKa MpecnKaBa y TPAHUILY ITOJIy-
npocropa H. Tadke Koje ce mpm CBaKOM KOOPJMHATHOM IIPECIUKABAIbY IAJBY
y TPaHUIy Ha3UBajy ce IpaHuvwHe wWawke noBpmu. lloBpm ca rpanumom M je
OpHUjeHTadUIHA aKKO je meHa yHyTparmmoct OM opujentadbuana. Opwujenrtaruja

YHYTPAITOCTH MOBPIIHA JUKTUPA U OPUjEHTAIN]Y TPDAHUIIE.
Tephewe 3.1.1. Tonay Ty = T(3,4,5) nema ParuaHUT KOMTOHEHTLU.

Hoxka3z: ¥V Toumy 77 mojeanMo MO3UTUBHY OPUjEHTAIN]Y MOJICKHM TPOYTJIOBUMA
(v,v+ 3,v+ 7), a HETATUBHY CBUM JypcKuM Tpoyriaosuma (v, v + 4,v + 7). Heka
je mara msuma {v;,v,}, rue je de3 ymamerba ommrocta v; = v; + 7. C 0d3upom
Ha KOHCTPYKIIMjy TOHIA, Yy IbeMY IIOCTOje Ta9HO jeJlaH JIYPCKUA W jeIaH MOJICKU
TPOyTao KOjH Jejle OBY UBHUIy W OHU Cy penoM, (v;,v; +4,v;) u (v;,v; + 3,v;). C
TOra, CBakKa WMBUIIA je JIe0 TadHO JiBa 2-cuMiniekca. lakite, 17 je 0e3 rpaHmaHIX

UBHUIIa, OJHOCHO HEMa I'DAHUILY. O



I'JIABA 3. TOIIOJIOIIIKA CTPYKTYPA TOHIIA 32

JeqHa o1 KJbyIHUX TOMOJIONTKUX MHBAPHUjAHTU KOja oMoryhaBa KiracupuKarmjy

KOMITAKTHHX MOBPIHK jecte (jaeposa Kapaxmepuciiuka.

Hedbunaunuja 3.1.5. OjnepoBa KapaKTepUCTUKA CUMILIUITTjATHOT KOMILIeKca K,

y O3HAI| X, AePUHUIIE ce KAO

X(K) =) (-1)'fi

i>0
rie f; o3HadaBa OpOj i-CUMILIEKca y KoMIiekcy K.

Nudopmanujy o dpojy csux cumiuierca y (k — 1)-aumen3nonom Komiuiekcy K
Hocu T3B. f-gexiiop, koju ce 3zamucyje kKao f(K) = (fo, f1,...,fr—1). 3a
JIBOJIMMEH3MOHE KOMILIEKCEe OPOj TeMeHa o3HadaBaMo ca V', 0poj uBuia ca F, a d0poj

MaKCHMaJTHUX JIUIa ca F' 1 ’HUX 9ecTo Ha3uBaMoO U cTpaHaMa. Baxkn y = V—-E+F.

Tephewe 3.1.2. Hexa je L = (I1,1s,13) Tenepuuku u peqykosar 6EKTOP JYHCUHA.
Taga ogrosapajyhu geogumenuonu Teneparusosaru wonay, Ton™3(L) apegctassa

WPUJAHTYAAUUTY e0guMen3uonol wopyca T2,

Hoxkaz: Ilokazasm cmMo ja je cCcBakd TeHepaJn30BaHW TOHAIL IIOBE3aHa
MHOTOCTPYKOCT, Te he To BazkuTu u 3a JBojuMensuonu ToHar Ty = Ton™3(L).
[IpeocTaje Ham ma uctnmramo meroBy OjIepoBy KapaKTEPUCTUKY, OPUjeHTAOMITHOCT
1 OpOj IPAaHUIHUX KOMIIOHEHTH.

Bes ymamema ommrroctu, neka je Iy < ly < l3. Uspaaynajmo f-BekTop ToHIA
f(T) = (fo, f1, f2). llo nedunrunuju ronna, jacHo je aa je Opoj TemeHa jemHAK 1,
Te umMamo fo = n.

Maxkcumasiie cUMILIEKCe BUJIMMO Kao TPOYIJIOBE W OHU IaJajy y JBe KJiace:
T] = {{U,U+l1,U+l1 +l2} ‘ NS Zn},

T[[:{U,U+l2,v+ll+l2}|UEZn}.

[TocmaTpajmo mpBy Kiacy, Tj. cBe Tpoyriaose odsmka {v, v + 1, v + l1 + lo}. Kazga
v pohe Kpo3 11e0 Kyl Z,, on he 00e30euT N pa3IuINTUX TPOYTJIOBA. 3AUCTA,
3a v = 0 umamo npsu Tpoyrao {0,1l1,l; + lr}. Kaga ce npu Tpancianuju 3a HEKO
v =k, k € [n— 1], nonoso mocrurue 0 Ha HEKOM JPYrOM TeMeHY, HIp. v + 1 =, 0,
tpehe Tteme he dutn v + 1y + 1o =, ly, ampov =, v+n=v+ (I +lo + 13) =
(v+0)+l+13 =, 0+1s+13 = ls+13. Todujamo Tpoyrao {ls+13, 0,15} duja remena

HUKAKO He MOry ouTu ucrta Kao y Tpoyriy {0,1, 11 +1s}, jepje ly <lomly < ly+1s,
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Te He MOYKe OWTHU jeJHAKO HU jeJTHOM O BUuX. AHAJOTHO, aKO y3MeMO Ja Ce Ipu
ncroj TpaHciaanuju v = k, 0 mocrurna Ha Tpehem Temeny, Tj. v + 1 + lo =, 0,
noduja ce tpoyrao {ls,l3 + 11,0} u Bazku uctu KOMeHTap.
Ha mormyno wmctm Hadymu godmjaMo Ja u JIpyra Kjaca 177 cajpKud TadHO N
pPa3IUYIUTUX TPOYTJIOBA.
Knace cy mehycodHo aucjyHKTHE, Tj. HA jeJaH Tpoyrao u3 KJjace 17 HUje jeaHak
HU jeTHOM Tpoyriy u3 Kjaace 1y, jep cy li,ls u l3, mehycodHo pazjmmautu OpojeBu.
Hobujamo na je

fo=2n.

Kako je cBaka mBuIla TOHIA CaJprKaHa y TadHO JIBa TPOYIJa, OpOj HBHIA

JI00MjaMo Kao:

3- 3-2n
fl = 2f2 = 5 = 3n.
Haxkne, f-sekrop je f(T) = (n,3n,2n), te OjrepoBa KapaKTepUCTUKA TOHIIA

HN3HOCHU

XT)=V—-E+F=n-3n+2n=0.

[Tokakumo cajia j1a je Tonar 1 opujentadmiaa mospil. [lorpedno je mponahu
JIOCJIEJTHY OPHUjEeHTAIlN]jy CBUX 2-CHUMILJIEKCA, Tj. 0Iad0paT OPUjEeHTAIN]y TPOYTJIOBA
TaKo JIa OHA OyJ/ie KOMIIATUOM/IHA Ha 3ajeHUIKUM HBHUIAMA.

OpujenTucane uBHIE TPOYIJIOBA MOYKEMO O3HAYUTHU Ca (i;j, MTO O O3HAYUIIO
Jla je TO UBUIA KOja MOYUILe y TeMeHy v; U 3aBpIlaBa ce y TeMeHy v;. Tpoyriosu
y TOHILy KOjH JieJle 3ajeJHUYKYy WBUIY TOTUYY U3 pasjanunTtux Kjaaca 1y m Tjj.
HomesrmMo TTO3UTUBHY OPHjEHTAIN]y TPOYIJIOBUMA IIpBe KJjace W HeKa je 0; =
(vo, V1, V9) = Qpiraig € T TPON3BOIbAH. Y3MUMO MPOU3BOJbAH 2-CUMILIEKC 0y €
T7; Koju e 3ajeJIHUYKy WBUILy ca huM. Heka je HIpP. HUXOBA 3ajeIHIIKA
usnna {vy, vz}, ouga je o9 = {vg, v2, v3}. AKO TPOYIJIOBUMA JAPYyTe KJIace JIOIEUMO
HeraTUBHY OpUjeHTaInjy, 100ujamMo o = (vg, U3, U2) = 332020, T€ j€ OPUjEeHTAIIN]jA
KOMIIATUOM/IHA Ha HUXOBO] 3ajeJHUYKO] UBUILM (vog. AHaOrHO hie ncTo BaxkuTu u
3a Ma KOjU JIPYTH TPOYTao KOjU JIeJIM HEKY O] IIPEOCTAJIUX UBHUIA Ca TPOYIJIOM O1.
Ha oBaj HaunH cMO ycrieJm Jia J0/IeJIuMo opHjenTaiujy Toniy Ton™3(L).

Kako je cBaka crpanunia caJipkKaHa y TadHO JIBa 2-CUMILIEKCa, HUje Ha Hehe
IIpeCTaB/baTH I'PAHUILY, Te TOHAI] 1| HeMa I'PAHUIHUX KOMIIOHEHTH.

[To Teopemu o KaacudpUKalUjul KOMIAKTHUX ToBpIM Hamm ToHar Ton™3(L)

3amcTa jecte xomeomopdan Topycy 172 O
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3.2 CBmu 2-KoMILJIEKCU TOHAaII-TUIIA

VY mperxoiHoj cekmuju cMo paszmarpanan npumep Ton'*3(L) ca pemykosanum
U TeHEPUYKHUM BEKTOpOM ayKuHa (3,4,5), T/e je moKa3aHO Ja je TOHAIL IOBe3aHa
u opujentadbuiaa mosprin ca OjrepoBoM KapakTepuctukom Y = 0, mTo HaM je
oMOryhmio j1a 3aKJ/byIuMO Jia je TOPYC.

Y oBoj ceknuju, mnperehn pesynrare pana [4], pasMarpamMo NpPOU3BOJBHU
nBouMensuonn Toual, Ton™3 (L), Tie je n dujio Koju IpUPOJaH Opoj, a BEKTOP
nyxwuba L = (ly,...,l;) HemMa ycjaoBe 3a PEJIyKOBAHOCT WJIA TeHEepUdIHOCT. To
3HAYN JIa TOHAIl MOXKJa HHUje IOBEe3aH, HEe MOpa CaJIpPKAaTU CBE TOHOBE CKaJe, a
Moryhm mymmmkaru y L yTudy Ha Opoj TpoyrjaoBa W WBHUIA. Y 3aBUCHOCTU O]
onHOCA JykuHa y L, modujamMo pazjimauTe TOMOJIOIIKE TUIIOBE: OPHUjeHTAdUIHE U
HEOPUjeHTAOM/IHE TOBPIIHU, Kao ITo cy Mebujycosa wWpakra, yusurgap, Wpoyiao
WM TIOBPINIA Ca BUIEe KOMIIOHEHTH. Ha OCHOBY OBUX padyHa W KpUTEpHUjyMa
OPUjEeHTAOUIHOCTH MOYKEMO JIaTH KOMILIETHY KJjacupUKaIjy CBUX Moryhmx
JIBOJIMMEH3UOHUX TOHAIA. 10 je IpBH KOpakK Ka pasyMeBaimy ommrux (k — 1)-

JAVMEH3MOHUX TOHalla U IbUXOBUX TOIIOJIOIIKUX CTPYKTYDPA.

Harm nusb je j1a cucremaTcku u3padyHaMo OpOj UBUIA U TPOYIJIOBA y TOHITIMA

Ton™*(L), 3a n € N, u 1a Ha ocHoBy Tora ojpeumo OjIepoBy KapaKTepUCTHKY
x(T)=V —-E+F.
C rora, moTpedHO HaM je Ja 3HAMO KOJIMKO TeMeHa, UBHUIA U CTPaHa MMajy TOHIIH,

OJTHOCHO CHMILJIUIIAjAJTHI KOMILIEKCH KOje Oy/IeMO MCIUTHBAIIN.

Bpoj remena kommnekca T'(L) he yBek dutu V' = n, Te n3padynajmMo mpBo 0poj
uBuiia F. PazspcrajMo cBe uBuIe y Tpu CKyTa, TAKO Ja CBAKU CKYII CAJPXKHU CAMO

OHE UBHUIIE KOje Cy IIPEJICTAB/bEHE UCTOM JIYKUHOM [;:
L1 = {{U,U —|—l1} | v E Zn},
Ly = {{v,v+ 1} |v e Zy,},
Ly ={{v,v+ 13} |veEZ,}.

Jlema 3.2.1 ([4]). Hexa je gawi sextuop gyocuna L = (li,ls,13), Wwakas ga je
1< <lL<Il3<nuly+1l+ 13 =n. Taga je:
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Dh<Zuly<?2

2) I3 =11 + 1y axxo I3 = 3,

3) |Li] = |[Ls| =, a |Ls| = {

n 3&[3#[1"}‘[2
3&[3:l1+l2.

0|3

oxkas:

1)

2)

N3 ycaoBa 1 < 1 <y <l3 < n pmodomjamo 21y < 2y < ly+13 < li+1+13 =n,

T€l1<%I/Il2<%.

Nnmamo Ja je ll + lg + lg = n, Te u3 13 = ll + 12 ,ZLOﬁI/IjaMO 2l3 = 13 + lg =
(It +12) + 13 = n 71j. I3 = 5. Obpuyro, Hexa je l3 =
l3:ll+l3,jepjen=l1+lg+l3.

%, olMax JIo0ujamo

[To nedpunnnmju Ly = {{v,v+1;} | v € Z,}. Ykomnuxko cy csu {v,v+1} € Ly
mehycobro pasmuuantu, podujamo na je |Li| = |Z,| = n. Ipermocrasumo
CYIPOTHO, HEKA MOCTOje U, W € Ly, u # w, TakBu Ja je {u,u+10;} = {w,w+
l1}. Kako npBu ejeMeHTH HHUCY jeJHAKU, MOPa BayKUTH Ja je u = w + [;.

Hodujamo {w,w + 1} = {u,u + 1} = {w + l1,w + 2l;}, Te mopa Surn

w = w + 2l;, ogHocHo 2[; = m mTO je y KOHTpagukmuju ca 1) [} < 3.

Awnanoruao modujamo na je |Ly| = n.
IMokaxkumo caza ga je |Ls| = § xana je I3 = Iy +1lp. Y gemry 2) cmo nokazasm

Ja je tama l3 = 3,

0 < v < % ceu {v,v+ 5} cy mehycobno pazmmuntu. Mehyrum, Kama je

f<v<npaxmhe majev=4+(@v—5)=i+5mmei=v—5u0<i<g.

C Tora, mmamo {v,v+ 5} = {i+ §,i + % + 5} =, {i + §,4}, Te cy cBu oBu

Te mmamo Ja je Ly = {{v,v + 5} | v € Z,}. Kana je

5, OJIHOCHO 3a 5 < v < M

HeMa HOBUX mBmIa {v,v + I3}, Te je |Ls| = 5. V caydajy Kama je I3 # [ + Iy,

cJIy9JajeBU TOMyIapHU cirydajy kaja je 0 < v <

AHAJIOIHIM PavyHOM KOJHM CMO ToKazamu |Li| = n, nodujamo ma je Iy = &

ITO je y KOHTPaJAUKIM]U Ca JIEJIOM 1o 2), Te MOpa BayKUTH ja je |L3| = n.o

[Tornemajmo caja y Tadbenn Kako ce Opoj mBura F Mema y 3aBUCHOCTU O] OJHOCA,

usmelhy mayxusa lq,ly u l3
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cJlydajeBu |Li| | |Lo| | |Ls| | E =|LyULyU Lg|
Lh<lpo<lzulg#lLi+1l| n n n 3n
h<lb<lzmlz=lh+Il| n n 2 5n
Lh=lb<lzuls#li+1l| n n n Li=Ly, = 2n
Lh=l<lzulzg=IlL+1l| n n 5 L1:L2:>37"

lh<ly=13 n n n Lo=1L; = 2n

lh=1l=1s n n n |Li=Ly=L3 = n

[Ipeocrtaje s1a wm3pauymamo u Opoj crpana F. Y oBoM ciydajy ToO cCy

CBU 2-CUMILIEKCU KOje HapaBHO T'€OMETPUjCKH BU3YaJM3YjeMO Kao TPOYIJIOBE.

[Tomenrmhemo ux y aBe Kiace:

T[:{{U,U+11,U+l1+lg} ‘ 'UEZn},

T[[:{U,U+l2,v+ll+l2}|UEZH}.

[Ipumernmo 1a je apyra Kjaca J00UjeHA OJI IIPBE PesallijoM WHBEP3Uje, OJIHOCHO

cumerpuje y ofHOCy Ha ocy {v,v + 1 + l2}.

Tepbemwe 3.2.1 ([4]). 1) Vroauro je ly =l = I3, waga je F' = %,

2) Vkoauxo je Iy < ly <l3, waga je F' = 2n,

3) Vroauxo je ly =l <l3 uau ly < ly =3, waga je F =n.

oxkas:

1)

Y oBoM caayuajy mmamo camo jeany kaacy T = {{v,v+ 1, v+2L} |v € Z,},
a TBpheme aupekTHO cieau u3 opme tpoyriaa {v,v + li,v + 2l;}. Tako
cacTaB/beH, OH IpeJIcTaBiba jefan KoceT v + (1) y Z,, jep je 3l =, 0. Kako

n

je {; = 2, caenn J1a TaKBUX KOCETa, MMa
37 3

Joka3z cmo Beh cmposemu y 3.1.2 kaja cMo mHokasaam jga je Ton™3

TpUjaHTyJIaIuja Topyca.

Heka je mpBo [; = [y < l3. Ouuriegno cy obe Kjace TPOYIJIOBA UCTE, jep
je pa3juKa y KJIach caMO OpUjeHTalldja, Tj. Ja JIX J0JajeMo TpBO [ uian ls,
a KaKo Cy Te JIy:KWHe UCTe, Kjace Ccy mnoiayiaapHe. Vcro Baxku m 3a CiIydaj
l; <ly = I3, camo ra Tpeda BUIeTH y3 OAroBapajyhy TpaHcIalujy eaeMeHaTa

CBaKe KJace. 3amcra, nocMarpajmo {v, v+, v+1; + Iy }. 2Kemumo ga mvamo
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00JbU YBUJL Y JIy2KHUHE [ U [3, ¢ TOra heMo TpaHcIaTupaT TeMeHa 3a lo+13, Te
modujamo {v+lo+1s, v+l +lo+ 13, v+l o+l 13} =, {v+la+15, v, v+ } =
{v,v+1y,v+1s+13}. Comano, kaga {v,v+1ls, v+ 1 + o} Tpancaupamo 3a I3,
nodujamo {v, v+ I3, v+l + I3} Bakspydyjemo ja cy Kjace Uy OBOM CJIydajy
Oy IapHe.

Kiaca maje m pasamaurux TpOyIJIOBa, JIOKA3 je Kao y Jiedy 1oja 2), a ¢

003UPOM J1a Cy KJace MOIyJapHe, TO je U IUXOB YKYIaH Opoj. O

Homyrumo cajia Tabdesty ca cBUM HHMOpPMAaIlijaMa u3 KOjuX JUPEKTHO padyHaMO

OjepoBy KapaKTepUCTHUKY:

cJIyJajeBu VIE|F |x
Lh<lb<lzuls#li+1la|n|3n|2n|0
Lh<lh<lzmlz=lL +1l| n 57” 2n | 3
h=lb<lzuls#lL1+l|n|2n| n |0
h=lb<lzuls=0L+I| n 37" n |3
lh<ly=13 ni|{2n| n |0
li=1l=13 nin| 3|3

Kama npumennmo TeopeMy o KJaacu@UKAIjH IOBPIIN T00Hja ce ciejeha Tadesa

KOja IIpUKa3yje KakKO Wu3IJie[a jeJlHa KOMIIOHEHTA IIOBE3aHOCTH TOHIA KOjer

pasmarpamo.
CIIy4ajeBn KOMITOHEHTa ToBe3aHocTu ToHta 1'(L)
Lh<la<lzmls#1+1 TOpYyC
h<lb<lzuli+lh=Il3=7% IIAKJTIYC OJT (lll;;l;) rpaHUIa TeTpaeIpa
Iy =1y <l3uly#I1;+ s, n je mapuo IAJITHIAD
Iy =1y <l3muly#1+ 13, n je HemapHO MebwujycoBa Tpaka
h=lb<lzul+lh=I=7% IPaHUIR TeTPAEIPa
[y < ly =13 un je napuo UJIAHIAD
[y <ly =13 un je nerrapuo MebdujycoBa Tpaka
Lh=l=I 2-CUMILIIEKC

Hamomenumo f1a kaja BeKTop L HUje peyKOBaH U N'€HePUYIKH, KOMILIEKC TOHIIA
He caMo Jia He Mopa Ja Oy/ie TOIOJIONIKH jeJHaK Topycy, Beh He mopa ja Oyae HU

[IOBe3aH, Te€ CMO y TA0EeJN MOCMATPAIN CaMO jeJIHy KOMIIOHEHTY ITOBE3aHOCTH.
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3.3 XomoJoruja ToHIIA

2KemMmo 11 mokazkeMo J1a je ToHall TOIOJIONIKY je/ITHAK TPUjaHTy/Ialliju TOPpyca
7 TO 3a MMPOU3BOJbAH M300D IOJIeJIe JIECTBUIIE Ha 7L JeJI0BA U JIUMEH3H)y K, OJTHOCHO
Opoj ToHOBa y akopy. [la dbucmo cTuryim J10 TaKBOT 3aKJbyYKa IIOTPEOHO je Jia IIPBO
ucriuramo ojipehena Tomnosomka csojctBa Tonra, Te heMo mX y OBOM MOTJIABIBY

IpBO JedUHUCATH, & IOTOM U OoIucaTu y TepmuanMa ToHIa.

Hedbunnnuja 3.3.1 (dbyngamenranua rpyna). Heka je X Tomnosomku npoctop u
Heka je xg € X npousBo/bHO ojadpana Tauka. PyHaaMeHTaIHA IPYIIa IPOoCTopa
X y da3n0j Tauku Ty, y o3namm m(X,xo), AeduHUIIEe ce KAO CKYIl CBHX KJIACa

XOMOTOIINje 3aTBOPEHUX IMyTeBa y X KOjU MOYUIbY U 3aBPIIABajy Ce Y Ig.

m (X, 20) = { [V [7:[0,1] = X, 7(0) =~(1) = 20}/ =,

rIe je 7y =~ 7, ako nocroju npeciaukasame H : [0, 1] x [0, 1] — X Koje KOHTHHYAJIHO

nedbopMulIIIe myT ¥y Y YT Y2, TAKO Ja BAYKH:
H(t,0) = (1), H(t, 1) = y(t), H(0,s) = H(1,s) = xo.

3arBOpeHe myTeBe Y HaszmBaMo merTJbama. Omeparmja rpyre je jara y BHUIY
Y3aCTOIHOT ClIajarba MeTIbH, OHOCHO IbUXOBUX Kiaca [v1][ve] = [v172]. Heyrpannn
eJIEMEHT je KJaca KOHCTaHTHe merTbe ¢y, : [0,1] — X, ¢, (t) = xy, Vt € [0,1].

Nuseps nerbe v je netsba v~ 1 (t) = (1 — t).

[Tornenajmo cajia KaKO reOMETPHUjCKH BU3YAJIN3YjeMO IMTeT/he U (DYHIAMEHTAJHY

IpyIly CUMILTUI[HjaTHIX KOMILIeKca, a ojMax norom u touna 1y = Ton'?3(3,4,5).

Hedbunnnnmja 3.3.2 (dbynmamentansma rpyna komiuekca). Heka je K
CUMILIAIMjaJTHY ~ KOMIIEKC, a |K| meroBa reoMeTpujcKa peajin3alluja.
dyugameHTaaHa rpymna Kommiekca 7 (K) nedunuiie ce kao dbyHIaMeHTATHA

rpyTa TOmoJIomKor npocropa | K|, oaHocHO
m (K) :=m(|K]).

Caaky neriby y | K| Mmozkemo xomoromucaru y 1-ckerer |KY|, taxo ga remeparopn
bynnamenTanne rpyne noruay ox usuna K (V| ok penanuje mehy munma oxrosapajy
rpanumama cBux 2-cuminiekca y K. Crora je dyHmamenTa na rpymna oapehena 2-

CKeJIETOM KOMILJIEKCa:

m(K) = (upume KW | 9(0), 0 € K?),



I'JIABA 3. TOIIOJIOIIIKA CTPYKTYPA TOHIIA 39

Pazor 3a y3umame camo 1-ckejiera je Taj IITO CBe MET/be y KOMILJIEKCY MOT'Y OUTHU
penpe3eHToBaHE WBUIAMA, & BUIIN CUMILJIEKCU YBOJE CaMO pejalyje u3dMehy Ttmx
netsbu. Komdbunaropuo, 71 (K) ce moxke onmcaru Ha ciefehn Hadnn:

IeHePATOPH Cy OPHUjeHTHCaHe WBUIE ;; = (V;, V), & pejanuje HOTUTIY U3 CBAKOL
OPHjeHTHCAHOT 2-CHMILTEKCa (V;, V;, V) Y OOJIHKY aijajka;,gl = 1. OBo 3Haun jga je

CBaKMt TpOyTrao KOHTpaKTH6HJIaH YHYyTap KOMILJIEKCA.

Osnaunmo ca «; uBuIty (v, u) Kojoj je JIo/iesbeHa, Iy KuHa, [; Tako 1a je u = v+1;.
TaJia CBaKy 1ETIbY MOKEMO JeJHOZHATHO O3HAYUTH Ca ;' , TJE U IIPEJICTAB/bA TEME
O/l KOI' IIOJIA3UMO, a (v; THII CTPAHUIIE II0 KOjO] ce HempeKuaHo Kpehiemo y mcrom

[IpaBILy 7; MyTA.
Tephemwe 3.3.1. [[ukio6u ,af u &) GPUGAGaFY UCTLO] TOMOAOULKO] KAGCU.

Hoxkaz: [lorpedHo je mokazaTu ja ce oBa JIBa IUKJIA PA3JIUKYjy 38 TPUBHUjaJIaH
muKJI. Ako je u = v, 1oka3 je 3aBpuieH. [IpernocraBumo na je v = u +(;, Tj. na ce
OJ TEMEHa U JI0 TeMeHa v J0JIa3U CTpaHUIoM ;. Tama je u(aj)v(a?)y(oz;l)u jenan
[UKJI KOJU je XOMOJIOTAH IHKJIY ,Ci', jep Ce Of Iera PasiuKyje 3a TPUBUjAJIAH
K1 () ()

MebyTum, youenn nukII je XOMOJIOTaH U IUKILY ", jep je u(ozj)y(og?)v(a;l)u =
W0 )u(ag)o (0 )y = w0, dobujano na je y osom ciydajy E™ ~ 4.

[Tommrro je y moKa3y fa je TOHAIL MOBE3aHA MHOTOCTPYKOCT ITOKA3aHO JIa Ce Of
OMJI0 KOT TeMeHa JI0 OMJIO KOT JPYTOr CTUKE JIMTHEAPHOM KOMOWHAIMjOM CTPAHWUIIA,
UTEPATUBHUM CIIPOBODEHmEM OBOT IOCTYIIKA JI0JIA3UMO JI0 Kpaja JoKa3a 3a OWJIo

KOja JBa TeMeHa U U V.

Ciuka 3.2: Tonan Ty = T'%3(3,4,5) u npuMep Ha KOM BUJMMO Pa3/auKy uzMmeDy
IbErOBUX M€HEPATOPCKUX U TPUBUjATHUX IIETJHH.

IIpumep 3.3.1. Ha coumu 3.2 Bugumo tonarn T'on'?3(L). TlonceTumo ce 1a 0BakBy

MpexKy TOHIa jacHO carJieJlaBaMO Kao TpHUjaHTyJIaIlnjy Koja ce cacToju oy 24
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TPOYTJIOBa KOJH MTPEJICTaBIbA]y CBE JIyPCKE U MOJICKE aKOP/Ie Y XPOMATCKO] JIECTBUIIA.
Kako je cBaku ox dpojeBa v € Z, TavHO jeJHOM CaJpyKaH y OBAaKBO] Mpexu (Ha
rpaHuIiaMa Cy WJIeHTH(UKOBAHA TeMeHAa), OBO he durm dam u yHIaMeHTaTHA
nomen Touna 1). XopuzoHTtajaHu pej temena, penumo 0 - 3 — 6 — 9 — 0,
IpeJIcTaB/ba MeT/bY Yy,. Beprukaina koyiona, perumo 0 — 4 — 8 — (0, npejcrasba
nerspy ,. llersba Koja odmiasu d6usao Koju Tpoyrao (2-cumrurekc), Hup. {7,10,2},
je rpanumna 2-cumiuiekca u tuMe tpuBmjasgHa y (1), jep ce KOHTHHYaJTHOM
JecdopMaIjoM Kpo3 CUMILIEKC MOyKe KOHTpaxoBaTH y Tadky. lletsbe 7y, u v, HUCY

IPaHUIle 2-CUMILIEKCA, T1a IIPE/ICTaB/bajy HETPUBHjAJIHE eJieMenTe (hyHIaMeHTasHe

rpyie.
T(T1) = (Vo Yo | WYY Ve - = 1) 2 Z X L.

OBo mokazyje Ja Cy TeHepaTopu 7, U 7, JOBOJHHU Ja OIMUIILY CBE IeT/he Y

dyHIaAMEHTAIHO] TPYIIN.

XOMOTeHOCT TeHepaJIM30BAaHOI TOHIA. XOMOI'€HOCT HaM WHTYUTUBHO
IIpeJICTaB/ba CBOJCTBO JIa je CBaKa TavKa IMOBPIIHA HAJUK HA OUJIO KOjy JIPYTY TadKe
Te nioppiu. PopMasiHIje, TOHAIL jeé XOMOT'€H Yy N-CHUMILIEKCUMa aKO 3a CBaKa JIBa
N-CUMILJIEKCA 0 U 0 TIOCTOju ayTOMOPdU3aM KOjU MpeCcuKaBa o y o.

Xomorenoct mehy remama Bmammo onmax, jep je 1;_;(i) = j, tme je T,
TPaHCIO3UIIUja KOja TeMe v; IpeciIuKaBa y v; u 00pHyTo. OBO HaM HOKa3yje Ja
je JIOBOJbHO aHAJU3UPATU OWJIO KOje TeMe Jia OMCMO OIHCAJIM CBa OCTAJIa TeMEeHa
TOHIIA.

Cimyno Baxku u 3a 2-cumiuiekce (MakcumajHe k — 1 cumigiekce), jep ce
kopucrehu ejiemente rpyne 1'/1, 0JHOCHO TpaHC/IAlAje U UHBEP3H]e, JIAKO JI0JIa31
0JI jeJHOr JI0 OMJIO KOI' APYror MaKCUMAaJHOI cuMIiLiekca. Heka cy o u o’ asa 2-
CUMILJIEKCA. YKOJIMKO Cy WCTE OpHjeHTallfje, JJOBOJbHA je IMPUMEHA TPaHCJIAIHje.
Ako cy paznumuunre OpHjeHTaIMje, UHBEP3HUjOM Ce ¢ IPEC/IMKaBa y —0, CUMILIEKC
CYIIPOTHE OPHjeHTallje; KAKO Cy OHIA —0 U 0 UCTe OPHUjeHTalllje, IIPUMEHYjeMO
TPAHCJIAIN]Y HA —0 ¥ JIOJA3UMO JI0 0. ¥ IOCTIEIHEM MOrIaB/by ieMo To hOpMAJIHO

1 IIOKa3aTH.

Tepbewe 3.3.2. Kaga je L seextiop Tenepuuku u pegyxkosan, Waga je

byngamenimiara Tpyta teneparusosarot wonya T (Ton™*(L)) abenrosa.

Jokas: Be3 003upa y K0joj ce JIMMEH3Uju HAJIA3WIH, MOXKEMO JIa OIHUIIEMO TOHAII,

OJTHOCHO CBE TIeT/be Ha TOHILY, JIOKAJTHO — IIPEKO 2-cuMILiekca (MpezKe TpUjaHryJalmje)
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n l-cummiekca (ckesera TOHI@ Koju Ham omucyje myrese). Cpe pesamumje y
71 (Ton™*(L)) nacrajy u3 JOKaJHUX TeT/bH KOje ce 3aTBapajy yHyTap UCTOT 2-
CHUMILIIEKCA Tj. TPOYIJIa, Ia Ce MEJIOKYITHA CTPYKTYpa dyHIaMeHTaIHe TPYyIe MOXKe
ONIMCATH MPEKO TUX JIoKaJHuX Kondurypamuja. Caka nerba v uz m(Ton™* (L))
UMa CBOJ JIOKAJIHU ITOMaK KOjH Ce OIJIeJIa Ha HEKOM 2-CUMILIEKCY, OTHOCHO TPOYTILY,
U aKO IIOCMAaTPaMO CHMILIEKC {V;,Vj, U}, HEKa Cy TH JIOKAJIHU IIOMEPaju TPUjy
NeTJ/bU O3HAYCHU Ca& O = VU —» Vj, Qjp = Vj — Vp U Ol = Uiy —7 V. HOCeﬁHO, aKO
ocMaTpaMo Tpoyrao {v;, vj, vy} KOjH IpeCTaB/ba jefaH 2-CHMILIEKC TOHIIA, OHJIA

JIOKAJIHE IIeTJbe (v, O U (j, 3J10BObaBA]y PesIallnjy
Qi Ajie = Qi

IITO O/irOBapa caduparmy BeKTopa y ZF. OBakse JIOKaJIHE pesarije J0BOJbHE Cy Ja
oruity (yHIAMEHTAJIHY TPYILy IEJOT TOHIA, 0e3 morpede Ja ce pa3Marpajy cBe

Moryhe rjodaJjiHe 1meT/be y KOMILIEKCY. O

[Ipumerumo 7a, 1o jgeduHUIUjU MpeXkKe TOHIA, Kaja ce mnojaszehn oj Hekor
TeMeHa vy KpehieMo y ucToM IpaBIly CTPAHUIIOM JIy2KUHE [;, TIOCIe KOHATHOT Opoja
CTPaHUIla, TAYHUje MOCJe I; CTPaHUIa, BpahaMo ce y IMOYeTHO TeMe vy. YIIPaBo
Taj IyT IpeJCcTaB/ba jeJaH IUKJ KOJU HUje I'PAHUIA, Tj. IUKJ KOJjU IIPHUIAIA
XOMOJIOIIKO] rpynu H; ToHIA.

Bpoj r; € [12] je pex 6poja l; y n, 1j. Hajmamu Takas na Baxku ;-1 = 0 (mod 12)
ur #0.

Hedbununuja 3.3.3 (p-uki u p-rparuna). Heka je K cuMImnmnmja Hn KOMILIEKC,
p-nar4anu npoctop C,(K) je BeKTOPCKH IPOCTOp HAJ Z 1ujy 0a3y dnHe OPUjeHTHCAHN

P-CUMIIJIEKCH KOMIIJIEKCA K.

Cp(K) = Z%‘Uz‘ | a; € Z, 0; opujeHTHUCAHN P-CUMILIIEKCH
i
Enemente npocropa C,(K) HazuBaMo p-JaHIMMA.
Heka je mar p-cmmiiekc o = {vg,v1,...,0,}, TPAHUYHO MpecIUKaBambe J, :
Cy(K) — Cp1(K) nedunumenmo ca

p

0p(0) = (=1)[vo, .., Bi, ..., ),

i=0
rJie ¥; O3HaYaBa Jia je TeMe v; M30CTaBJ/bEeHO.

Janar ¢ € Cp(K) nasuBamMo HUKJI yKOIHKO je Jp(c) = 0. CKyI CBHX p-IUKJIOBa
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ozHavgaBaMo ca Z,(K) = ker 0,.
Jaman b € C,(K) nazusamo rpanuna ako mocroju a € Cpiq(K) ca 0,41(c) = b.

Ckynu cBux p-rpanuna oznadasaMo ca B,(K) =im0,.

¥YBex Baxku 1a je 0p,_; o 0, = 0. I3 mperxonHor, cBaka p-rpaHula je Takohe n
p-1uk, jep je B,(K) moarpyna rpyme Z,(K).

[TojerHOCTaB/HEHO, ITUKJI je ,3aTBOPEHU JIAHYAHU €JIEMEHT, a I'DAHUIA je ,ITUKJI
Koju je TpaHmia Hedera selier”., @yngamentannu pesyarar 0° = ( ocurypasa Ja

je cBaka rpanuna nuki: B,(K) C Z,(K).

Hedbunnunmja 3.3.4 (p-ra XOMOJONIKAa Tpyla). p-Ta XOMOJIOIIKA TIpyIa

CUMILTUITNjAJTHOT KOMILIeKca K je KOJMIHUYIKa IpyIa
Hy(K) = Z)(K)/B,(K).

IIpumep 3.3.2 (Xomosiormja tonma). 3a kmacuunau Towmarm 71'(3,4,5),
Hy(T'(3,4,5)) 2 Z,a H(T(3,4,5)) = Z @ Z, miro onropapa THINYHOj XOMOJIOTUjHI

TOpyca.

Baxu na je C,(K) yBek cinodogua Adenosa rpymna. Oxprosapajyhu exemenrtapiu
nannu qnne dazy 3a C,(K). Ako je f, dpoj p-cummiekca y K, Taza BaxKu Ja je
C,(K) =277,

IIpumep 3.3.3 (Ilpumep p-nmanana y Ti). Iormemajmo dbysmamenTasnu goMen
touna T). l-ylaHaln BUIUMO Kao HHU3 HWBHUIA Koje (opMHUpajy IIyT KpPO3 CyCeIHa
reMena. Ha mpumep, XopusoHTaIHa ,3MUjuNa’ KPO3 IIPBa YeTUPH pPela TeMEeHA:
¢ = oo+ az + ag + ag + ap, tae je oy = {v;,v;11} XOpU3oOHTATHA UBHUIA Y
dbynramentanaom momeny. OBo je l-manar ¢; € C1(7'(3,4,5)). Ako saHal mountbe
U 3aBpIIaBa Ha UCTOM TeMeHy, rpanuna O (c;) Moxke dutn Hysa (IMUKJI) WA JATH
Herpusnjanan enement Hi(T'(3,4,5)) ako He 1mOCTOjU TPOyrao KOju 3aTBapa Te
UBHUIIE.

2-j1aHall je CKyI CyCeIHUX TPOYyIJIoBa y (byHmameHTaJHOM gomeny. Ha mpumep,
TpU CyceiHa TpOyIJIa KOja 4YUHEe MaJjly IOBPIL Cy = 01 + 09 + 03, TJe Cy 0; 2-
cumiuiekcn ca remennma o, = {0,3,8}, o9 = {3,6,11}, o3 = {6,9,2}. Ono je
2-nanar ¢o € C3(7T'(3,4,5)). I'panura 0;(cq) je sanary o uBuIa Koje YHHE TPAHUILY

TUX TPOYIJIOBA.
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OjnepoBa KapakTepuctuka Ttouua 1'on""(L)

[Tokaxkumo caga ga cBojctBo QOjmepoBe kKapakTepuctuke ( MMa W TOHAI

Ipou3BoJbHE JiuMen3uje k — 1.

Tephemwe 3.3.3 (|1]). Ojaeposa xapaxiiepuctiuxa wonua Ton™ (L) je 0, tog

ycaoeom ga je eexitiop L renepuvwku u pegyrosam.

Hokaz: Oznaunmo T' = Ton™*(L) u nexa je f(T) = (fo, fi,---, fr_1) f-BeKTOp

TOHIIA, TAJIA je

Pk !

PlEm) M s m),
m

fmfl =n

rue je P(k, m) 6poj ypehenux maprurnuja I U. ..UT, = [n], a S(k,m) Crupaunros
Opoj apyre Bpcre. 3amncra, y jgokaly Teopeme 2.4.1 cmo Beh mokaszasu ja je Opoj
(m—1)-cummutekca y 3Be3nu star(v) jemuax m!S(k, m) 3a HEKO IPOU3BOJHHO TEME VU
rouna 7T'. JTa ducmo nodusn ykynan 6poj (m— 1)-cumiiekca y 9uTaBoM KOMILIEKCY
TOHIIA, OPOj CUMILJIEKCA Yy IPOU3BOJHAHO] 3BE3/IM MOPAMO IIOMHOXKHTH Ca 7, Tj.
OpojeM CBHX TeMeHa y TOHILy, a MOTOM IOJIEJIUTH Ca M, jep je TO Opoj TeMeHa
(m — 1)-cuMIutekca, a He YKeJIMMO BUIIIE IIyTa Jia OPOJUMO UCTH CHMILIEKC.
OjyiepoBa KapaKTEPUCTUKA TOHIA Ta 8 U3HOCU

(—=1)™*m!

X(T)=n)_ ———5(k,m).

Kopucrehu cBojctBo CTupmHIOBOT Opoja, BaxKu:
S(k,m)=mS(k—1,m)+ S(k,m—1),

caJia IMaMo
m

k m+1 ko(Z1)ym i,
X(T)=n (Z MmS(k —1,m)+ Z LS(lﬂ,m — 1))

=1 q=0

(=1)*"'k!IS(k — 1,k) — S(k,0))

I
ST
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3.4 Tenepasmzosanm ToHar Ton™*(L) je
TpHjaHryJalnja Topyca

Teopema 3.4.1 ([1]). Hexa je wonexuuja L = {I;}F_, tenepuuxa u pegyxosana.
Tenepasusosanu  wonay, Ton™*(L) apegcmiaswa Wpujaniysavujy (k — 1)-
JUMEH3UOHOT TOPYCa

Tk—l — (Sl)k_l.

['maBHa nyeja y moKa3y oBe TeOpeMe jecTe J1a UICHTU(MUKYjeMO TPUjaAHT Y IMCAHI

topyc TF1 = RF1I/A kao xombunaiiopru Jaxodujar, OTHOCHO KaO CIHKY

juckperHor Abesi—JakodOu mpecankaBarmba
J:Ton™ (L) — RF1/A,
e je A = A; | Gepmytioegapcka pewetixa.

Jlo cajia cMo TOKazanm Ja je reHepasmzobanu Tonarm Ton™F(L) mosesana,
KOMOMHATOpHA MHOrOCTPYKOCT unja je OjmepoBa KapaKTepUCTUKA je/IHAKa HYJIU.
[Tokazasu cmo 1 fa je mwerosa dyHaMenTa Ha rpyna AdeioBa, Te je OHA jeIHAKA
HeroBoj TpBoj xomosomkoj rpyma Hp(Ton™* 7). Cee To HapaBHO BasKm MO
ycsoBoM gnia je L pemaykoBaH m renepmdku BeKTOp. CBH OBU KOpaly y JOKa3y

OBe TeopeMme Hac MPUOJMKaBajy cTpyKTypu Topyca (S1)F~1,

Herapan ommc Abes-Jakodu mpec/imkaBama ca KOjUM YCIIOCTAB/bAMO YKEJHEeH!
xomMeoMopdu3aM, Ka0 M KOMILIETaH J0Ka3 Ja je TOHAIl TPHUjaHTyJIallKja TOpyca, Y

OBOM DaJly He U3JIa’KeMO y IeJIOCTU - OH ce Moxe Hahu y [1].



I'maBa 4

AJaredapcka cTpyKTypa TOHIIA

Hcnocrapba ce Ja 3a TPO3BYYHE aKOpJe M XPOMATCKY JIECTBHILYy IOCTOje M
JIpyre TOPYC MPexKe Koje OIHUCYjy aKOpJEe, PasauduTe Of KJIACHIHUX MOJICKUX
1 JIypCKUX CTPYKTypa. Y MaTeMaTHIKOM CMHUCTy TO 3Hadm jaa 3a Ton™F(L),
Kaga je n = 12 u k = 3, nopexn T} = Ton'?3(3,4,5), mocroju jom ToHala Koju
3aJ10BOJbaBajy YCJIOB /1@ je JIY?KWHCKHU BEKTOD L peayKoBaH M T'€HEPUYKHU, & CBU

OHU Ce MOT'y CBECTH Ha cJieIehuX IeT odImKa:
Li=(3,4,5), Ly=(2,3,7), L3s=(1,4,7), L;=(1,3,8), Ls=(1,2,9),
JIOK IbUMa OJiroBapajyhe TOHIE O3HAYABAMO Ca:

T, = Ton'*?*(L;), i€ {1,2,3,4,5}.

[TocedHo je 3aHMM/BUBO TO TITO je jejaH oj oBUX ToHama 1;, i # 1, ndomopdan
kyracuaaoM QOjrepoBoMm ToHIy 717, HAJ KOjUM je BeKOBUMa rpaheHa M IMOCTaB/beHA
TPAJIUNMOHAIHA MY3UYIKa TEOPHja.

Pesynrarn n3noxkenn y oBOM IOTJIaBJ/by 3aCHIBA]Y Ce HA CAMOCTAJIHOM HCTPAaKUBAbY

ayTopa OBOT pPa/ia U MPEJICTaB/bajy JOTPUHOC TEMU I'eHEPAJTN30BAHNX TOHAIIA.

4.1 WNzomopduszmmu nsmMmelhy ToHara

Hedbuunnmja 4.1.1 (cummmunujaaso npeciukabarbe). Heka cy K u Ky nsa
CUMILTUAIIjaJTHA KOMILIeKca. CUMILINIMjaTHO MpPeCcJInKaBambe KOMILIeKca K

y Komiuieke Ko jecte dyHKIHja
f:V(Ky) = V(Ky),

TakBa J1a 3a cBaKW cuMiutekc o € K Baxnu f(o) € Ko.

45
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Jlpyrum pednma, MpecjinKaBambe je CUMILIUII]ATHO YKOJIUKO ce (hopMa CUMILIEKCA

qyBa IIPU TOM IIPECTUKABAY, OJHOCHO YKOJIMKO CUMIIJIEKCE CIUKA Yy CUMILIEKCE.

[Ipumernmo na jgeduHICAHO CUMILIUIM]AIHO IIPECTUKABAIbE HE MOPa JIa IyBa
JUMEH3M]y CUMILIEKCa, Ia Ce CUMILIEKC BUIIEe JUMEH3Hje MOXKe PECTUKATU Y

CUMILIEKC HUKe JauMensuje. la ducmo 1o u3dersin, yBOIUMO:

Hedbuunumja 4.1.2 (commwinnujagaun nzomopdusam). Heka cy K u Ko asa
cuMIUIjaaHa Komiutekca, u Heka je f @ V(K;) — V(K3) cuMmnmmnujaaso
npecauKapame. Kaxkemo 1a je [ cuMImmnujasau nu3omMopdusam, OJHOCHO 113
je xomiuteke K mzomopdan komiuiekcy Ky (K = Ks), ako je f dujekimja u mweH

uaBep3 f ! je Takohe CHUMILITHIIjaIHO IIpecInKaBambe.

Heka cy T u T’ nsa msomopdua k-auMensuona tonna. Jla Ou OujekTuBHA
dyuxmyja f € Sz, f: V(T) — V(T") uamehy ronana T u T Outa CHMITIHI]aJTHE
nzoMopduzaM, TOTPEOHO je U JOBOJBHO /13 OHA YCJIOBU j€JIMHCTBEHO IIPECTNKABATHE
h: L — L' ca xojum he ce ayxuncku BeKTop L ToHIA T NPECIUKATH Y 1y KUHCKH
BekTOop L' mwemy mzomopdHuor Tonma 1’. 3aucra, y J0Ka3y O TOMe Jia je TOHAIl
KOMOMHATOPHA MHOTOCTPYKOCT, TIOKA3aJIA CMO JIa jé CTPYKTYPa CBAKOT' CUMILIEKCA,
jemnozuaaHo onpehena naprunujama u3 [k|, oagHocHo maprunujama ckyna L. Camum
TUM, KAKO CTPYKTYPY CHMILIEKCa ojipehyje ucKbyduBo cKyt L To he OujeKTUBHUM

[pecauKaBameM oHa OuTh npeHera u'y 1.

OrnumiiuMo jortr HeKa CBOjcTBa Koje Tpeda Jj1a 3a,10B0sbu n3oMopduzam f. Temena
ce MOpajy OMjeKTUBHO MPECTUKATH, IITO je JiepbuHucaHo, Te 3a cjegehm morpedan
YCJIOB MOXKEMO Jla y3MEMO TO Jia Ce Ma KOjU 1-CHMIIJIEKC IIPec/IMKa ITIOHOBO y 1-
CUMIIEJIKC, OJTHOCHO JIa Ce JIBa CyCe/IHa TeMeHa v U U + [ Koja cy odpa3oBaJjia UBUILY
ToHITa ', Ipec/IMKajy TOHOBO Y JIBa Cyce/lHa TeMeHa Koja he CAuYMHUTH WBHILY U
y Touiy 1’. OBakaB yCJI0B MOXKEMO 3aJIaTU TUME Jia 38 CBAaKO v € Z, W 3a CBaKO
l € L, paznuka f(v+ 1) — f(v) mopa dutn jennaka HeKOj jmyKunHu u3 L', ogHOCHO

10 peTxoaHoM, HekoM ' = h(l).

Hedbunnnnmja 4.1.3 (bavummja FJ'). Heka je L = {ly,...,l;} peaykoBan u

PeHEPUYKH CKYI JyKUHA 3a Koje BaxKu [y + ...+ lp = n. lebdunummmo:
Fr={f€Sy, | Gh:L—2Z,) Vi€ L)(MveZ, flo+1)— f(v) =h()}.

Ha oBakap maumn mgodujamo cBe OmjekTuBHe dyHKIuje h : L — 7Z, Koje cy

KaHIMJATA Jla Ce Jy’KUHCKUH BEKTOp L Ipeciuka y Jy>KUHCKH BeKTop L', Te
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caMuUM THM JI00MjaMo u KaHjamnare f € F 3a CUMIUIMIUjaIHU n30MOpdu3am

u3mehy ronama T u T".

Ckyn F}' je IOJCKYN CKyIla CBUX IlepMyTaInyja Sz, , Te je 3a cajia Opoj IeroBux
eJleMeHaTa OorpanmdeH opojem n!, mTo je 3a Behe BpeIHOCTH 7T U3Yy3€THO BEJIUKN
opoj. Mehyrum, ucriocrasspa ce J1a je Opoj 4iIaHoBa cKyna J;' MHOIO Mambu.

Hedunucama n ocHoBHA TBpherma alicTpakTHe ajaredpe Koja KOPUCTUMO Y PaJLy

ce mory nahwm y [8].

Hedbunnnnmja 4.1.4 (mynrunsmkatusea rpyna Moayma n). Heka je n € N.
MyaTunanKaTuBHA rpyIia MOAYJIA N, y O3HAIM 7, , je CKyIl CBUX HHBEPTHOUTHIX

ejieMeHaTa Y MPCTEHY Zi,,
Z; :={acZ,| H3(a,n) =1}.

OBaj ckyn ca omeparyjoM MHOXKeHa [0 MOJIYJIYy 7 YUHU adesloBy T'pyIy U OpOj

esleMeHara oBe rpyte HazuBamo OjimepoBoMm dyHKImjoMm ¢(n) := |Z].

DOyukimja ¢(n) je MyaTHIIMKATHBHA. 3a TpOCT Opoj p Baxku ¢(p) = p— 1 u
o(p*) = p*"1(p — 1). Ba Benuke Spojese, Wy HajIaKIle PaATyHAMO IUPEKTHO Kao
p(n) =mn- (1—1,%) (1—1%) (1—,%k>, e je n = pit - py -t

Hedbunnnmja 4.1.5. (aduna rpyna) ['pyna ceux nepmyranuja f : Z,, — Z, Koje
qyBajy IMUKJIUYIHY CTPYKTYPY rpyte Z, je acdbuHa rpyna

Aff(Zy) -={ fs: €Su, | fs:(v)=sv+t, s€Z;, t €Z,}.
Bpoj enemenar rpymne ysek uzuocu |Af f(Z,)| = np(n).

Dyukuujy naenturera [(x) = = MokeMO Ja 03HAYUMO ca f, JOK je HHBEP3HA
dynxmuja on fs, najuemhe f,-1 _,-1,. Kana je jacno o xojoj dynkuujn fs; je ped,
YeCTO MUIIEMO caMo f.

Aduny rpyny Bumnmo u Kao cemuaupektan npousson rpyua Af f(Z,) = Z, X 7.,

jep je fsl,t1 © sz,tz = f8152781t2+t1'

Tepbhemwe 4.1.1 (rpyna Af f(Zi2)). |Aff(Z12)| = 48 u Baxu:

Aff(Zag) = (7, 55, 55 | T =id, 57 = 55 =id, s;7s; = 7', ;785 =T/, 8;8; = 5;5;).
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Hoxka3z: Mynrunmkarusaa rpyna Zis = {1,5,7, 11} nma jesan TpuBujaiaH eJeMeHT
pera 1 m Tpu enementa pena 2, te je mzomopduHa KirajuoBoj rpynu Zs X Zs.
Hodujamo na je Aff(Z,) = Zyp X L) = Zn X (Lo X Zsy), T€ 3aKIbyIyjeMO A
je Aff(Zy2) renepucana ca Tpu pazimunte byHKIUje, a oarobapajylie penanuje
Mehy muMa Jjiare cy ca:

Aff(Z12) = (1, 84, 85 | T2 =id, 87 = s? =id, 8;78; = T', 8;78; = T/, 8;8; = 5;8;),

rae Hajuenthe ysumamo 7(v) = v+ 1, s;(v) = iv, s;(v) = jv, i # j, 4,5 € {5,7,11}.

Baucra, Heka cy 0e3 ymamema ommroctu 7(x) = x + 1, s1(x) = bz u so(x) =
11z. Onpna (7, 81, S2) caap:ku cBe TpaHCIalmje T — x + ¢ u cBe TpaHcdopMmaryje
x — s+t s € {1,511}. Ocraje ma ce mokaxke jga cy u TpaHcdopmaimje ca
s = 7 cajipyKaHe y 0BOj IPYIH. 3a CBako t € Zo Baxu (t o (51 0 89)) (x) = t(bbzx) =
55x+t =19 Tx+t. lakie, cBaku eJleMeHT 00JIuKa 7x+1 ce 1oduja Kao KOMIIO3UITH]ja
t u (s1 0 8y), mro nokasyje ga je (7,$1,82) = Aff(Z12). Takohe, npumernmo 1a
OBaKaB M300p reHepaTopa HUje jeNHCTBEH.

Kapmunannocr rpyne Aff(Zi2) nako BupamMo u3 obMKa HWeHUX (DYHKIHUja U
IpeTxo/iHe aHam3e, Mehytum Beh cMo peksn j1a Opoj IHEeHUX ejleMeHaTa MOXKEMO

cpadynaru Kao 12¢(12) = 12 -4 = 48. D
Tspaumo 7@ je ckyn JF;' rpyna u To dall jegHaka jgeduHUCAHO] auHOj IpyIu.

Teopema 4.1.1. Hexa je L = {ly,...,lx} pegykosan u tenepuukyu CKyd gyiHcuHa
3a koje eaotcu ly + ... + 1, = n. Taga je: F}' = Af f(Zy).

Hoxkas: [lokaxkumo npso Aff(Z,) C F}. Heka je f € Aff(Z,), 1j. nexa je
flv) =sv+t, rnecy s €t €Ly vE Ly 2Kemnmo ja MOKarKeMO J1a M3pa3

f(v+1) — f(v) 3aBucu camo ox [. Baucra,
flo+1)—fv)=(s(v+1)+t)—(sv+t)=sl,

a MO3HATO je W CBOJCTBO Jia cy (pyHKIMje aduHe rpyme OUjekIirje, ¢ 003UPOM J1a
sSEL).

[Tokaxkumo caja odpuyTo, fa je Fi C Af f(Z,). Heka je f € F}, Taga nocroju
dbyukumja h : L — Z,, h(l) = f(v+1) — f(v). ZKeaumo ga nokazkemo ja je
f(v) = sv+t, 3a Heke s € ZX,t € Z,, Te kaga 6u y3zemu t = f(0), upeocrayo

ou nma nokaxkemo mga je f(v) — f(0) = sv, 3a Heko s € ZX. Jledunummmo 3a10
g(v) == f(v) — f(0). Tama je g(v+1) — g(v) = f(v+1) — f(v) = h(l) 1 g(0) = 0.
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[Tokaxkumo 1a je h jeman xomomopduzam. 3aucra,

fo+h+b)—fv) = (flo+li+l) = fv+0))+ (flo+1)— f(v) = h(ly) +h(l),

Te jjooujaMo Ja je h xomomopduzam HaJ cBojuM jomeHom L. IIpommmupumo cajga
h wa meny nukangHy Tpyiy, Tj. Heka je h(k) = f(v + k) — f(v), 3a k € Z,.
Kako L renepumie rpyny Z,, jgooujamo Jjia je h xomomopduzam um HaJ IEJIOM
Z,. Caku xomomopdusam nukiauune rpyne h : (Z,,+) — (Z,,+) je obauka

h(k) = sk, s € Z,, na 3a cBako k € Z, nMamo

k k

g(k) = 9(0) + Y (9(i) —g(i - 1))

i=1 =1

I
>
—~
—_
~
I
RA
=
—~
N
I
=
w

e mmamo ¢g(v) = sv, 3a cBako v € Z,. Kako je g dujeknmja, dyHknmja v — sv
MOpa OMTH WHjeKTHBHA, INTO 3Ha4d Ja je s takBo ga H3(s,n) =1, 1j. s € Z.

Konauno,
fw) =g(v) + f(0) = sz +¢,
re f € Aff(Z,), a camum tam u F; C Aff(Z,) mro Ham 3ajeHO ca MIPBOM

WHKJIY3UjOM Jlaje jeTHAKOCT. O

[Tokazano TBpheme HE camo j1a HaM je JaJio TO Jia je dhamuiauja F rpyma, Beh Ham
L 9

je ToKa3zaJjio u Jia oBa (paMuIfja Mo caMo jeJIHOj KOMIIOHEHTU 3aBUCU OJT BEKTOPA

L, a To je opoj n. Bpoj n mpejcraBba 10JAe/ly OKTaBe Ha N jeIHAKHX JI€JIOBA U

onpebyje 30up mHTEpBaICKUX JyKUHA U3 L. Y CKJIaJly ca OBUM 3alaKameM, KaJia

HE KeJIMMO J1a UCTakHeMO BeKTop L, kopucrtuhemo oznaky F" ymecTo F7.
9 L

IMocnenuma 4.1.1. Hexa je Ly = {3,4,5}. I'pyta F7, je tenepucana dynxyujama

T(x) =x+1, s1(x) = bz u so(z) = 11z, 3a koje saorcu:
Fi o= (781,80 | T =id, s] = id, s3 =id, )
u bpoj renux enemenatiia usnocu |F7 | = 48.

Hoxkaz: IIpema ympaso mokasamoj Teopemu Baxku ja je F7 = Aff(Zi3), a no

rokazanoMm Tphemy 4.1.1 BaxKu cBe OCTAJIO. O

OBa mocJsieuiia HaM TOBOPH Jia je OpOj CUMILTMIIMjaJIHAX H30MOpdu3ama, KOju
ToHar 1) ciamkajy y HeKH meMmy m3omopdan ToHal, jeaHak 48. Mebhy tum dpojem
Cy W CBU ayTOMOPMU3MHU KaJia ce TOHAIL CJIUKa caM y cede, Te je cieqeha cekiuja

rnocsehena VIIpaBO IbUXOBOM IIPpEIIO3HaBAIbLY.
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4.2 T'pymna Aut(Ton™* (L))

Hedbunnnmja 4.2.1 (nuenapcka rpyna). JInemapcka rpyna D, je rpymna koja
“Ma TadHO 27 eJieMeHaTa U CaJIPXKHU eJIeMeHT T peJia 1 U eJIeMeHT s peJia 2, TaKo

na Baxku penanuja sTS = 7 . OHa ce eKCIUTMIUTHO MOXKe 3aIliCaTh Kao:
D, = (r,s |t =id, s* =id, sts =7 '}.

Hedunnnmja 4.2.2 (opdura u craduimusarop). YKoJauko rpyna G jiesyje Ha CKyIl

X, Tana nedunnmemo opoury eaementa x € X,y oznamu O(x), Kao:
O(z) ={gz | g € G} € X,
a cradmim3arTop ejieMeHnTa x, y o3namu Stab(r), Kao:
Stab(x) ={g € G| gz =z} < G.

Kazkemo na rpyna (G TpaH3UTUBHO Jiejiyje Ha CKyIy X YKOJIHUKO IIOCTOjU €JIEMEHT

x € X rakaB na je O(z) = X.

Teopema 4.2.1 (Teopema o opburtu u crabunusaropy). Hexa xonauwna tpyta G

geayje na ckyu X, waga je 3a x € X

0(z)| = [G : Stab(z)] = %

Tspbhemwe 4.2.1. Aywomoppusmu wonya Ty = T'(3,4,5) wune ipyuy
Awt(Ty) = (1,5 | 7% =id, s* =id, sTs =71),

wy. guegpaany pyty Dia pega 24. I'pyta je tenepucana wpanciayujom 7(x) = z+1

u pedaercujom s(r) = —x.

Hoka3z: /loka3 hemo cripoBecTu mpuMEHOM TeOpeMe O OPOUTHU M CTAOUIN3ATOPY.
Cse Tpancianuje 7(x) = x 4+ t, t € Zjo dyBajy CTPYKTYypy TOHIA, Ia je Ipyla
Tpancaanuja T moarpyma rpyime ayromopdusama. Takohe, ona emement Hip. 0
IIpeCINKaBa jeITMHCTBEHO Y CBE JIpyre ejleMeHTe I'pylie Zis, Te HaM Jlaje U YUTaBY
opoury enementa 0 u umamo |O(0)] = |T| = 12.

Pasmorpumo caga maBep3njy s(x) = —x. Jlako ce mpoBepaBa 1a OHa IpeCIUKaBa

00a TuIa 2-CUMILIIEKCa

T, ={v,v+3,v+ T}, Ty ={v,v+4,0v+ 7}
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jeman y npyru, te ma je u s € Aut(7T). I[Hokaxkumo to. Heka je {v,v + 3,0 + 7}
CUMIJIEKC MOJICKOT Tuma, Taja je s({v,v + 3, v+ 7}) = {—v,—v — 3, —v — T} =15
{12=v,9—v,5—v}={(6b—v)+7,(b —v)+4,5 —v} = {vy,v1 +4,v, + T}, 3a
v1 = 5 — v. AHaJIOTHO ce MOKa3yje W NPECINKABAIE CUMILIEKCA JYPCKOr THIA Y
CHMILJIEKC MOJICKOT' THIIA.

[Tokaxkumo caza Ja je cradbmmmsarop remena 0y Aut(7') dam moarpyna {id, s}.
IIpBo, jacHo je ma ayromopdusmu id U s jecy u3 rpyme cTadUIm3aTopa eJeMeHTa
0, jep je id(0) = 0 u s(0) = —0 =12 0. Hasme, 3Be3ay star(0) umHe camo OHU
CUMIIJIEKCHA y TOHITy Koju cajipxke Teme 0, Te je carjieaBaMo Kao IeCToyrao Koju
ce cacToju oJ1 ImecT Tpoyriiosa. Kako Tpaxkumo cse moryhe nepmyTaryje u3 rpyie
Stab(0), jacuo je ma ce TpoyrsioBu u3 3Be3ze star(0) ciaukajy jeaHu y apyre, Te
IIPABOJIMHUJCKUM U PAYYHCKUM UCIUTUBAILEM CBUX MOT'YHUX KOMOMHAITI]a, JOOUjaMO
Jia ¢y jeaunu esementu crabuinsaropa Stab(0) = {id, s}.

[To Teopemu 0 opOUTH U CTAOUIN3ATOPY BAXKMU JIa je
| Aut(T")| = |O(0)] - |Stab(0)| = 12 -2 = 24.

Penanuje uamehy 7 u s cy crangap/iae aueipaJiae, Jakje ayroMopdusmu popmupajy
Dys. O

Hobujene dynxnuje ayromopdusme hiemo odeserkaBaTu ca ag¢, T€ 32 CBAKO
v € Zyp umamo Aut(T) = {a1 v — v+t |t €Z,} U{a_1 v —v+t |t € Z,}.
Ha oBaj HaumH CMO EKCILUIMIIMTHO IIOJEJIUJIM CKYIl CBHX ayTomMopdusama TOHIIA
T3 Ha OHe KOjU He Memajy OPHjeHTAIlu]y CHMILIEKCa, Tj. Kaja je s = 1 m Ha
OHE KOJU M€Hhajy OPHUjeHTaIlnjy CUMILIEKca U Taja je s = 11 =5 —1. @ynkimuje
CTaOMIM3aTOPH U3 JI0Ka3a cy id = ajo 1 § = a_1 9. CuMerpuja Kojy odpa3yjy cse
dyuKImje je BpJIO Jiena U 3aHUMJbUBA, T€ je MOYKeMO BujeTu y cienehoj tadymim.
NnycrparusHo, cBe ayToMOpduU3Me JIAKO MOXKEMO J1a ITPEedPOjUMO U JIeIIKe”, a j1a
IIPU TOM CJIMKOBUTO BUJIMMO KOja TEMEHa ce CJIMKajy y Koja, ciyxkehu ce ciaeehom

TEXHUKOM:

1) Ayromopdusme a;; mpramMo Tako INTO UPBU TOHAI (M3 JOMEHA) YBEK
ocraBsbaMo dbukcHuM ca TemenoM 0 na mozunuju (0,0), a npyru (u3 ciauke)
pOTHUPaAMO II0 XOPU3OHTAJHUM W BEPTUKAJIHUM IET/baMa TaKO Ja TeMe i

nasae Ha no3uryjy (0,0). IIpumep je na commum 4.1.
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(a) Ty ca remenom 0 na mosuruju (0,0) (b) T} ca temenom 1 na nosunuju (0, 0)

Ciuxa 4.1: Ayromopdusam a; ; Tonuna 13

2) Ayromopdusam a_;; J0OHjaMO CJIMYHO, C THM IITO TOHAI[ U3 CJIUKE IIPTAMO
ca U3MEmEeHOM OpHjeHTAIMjoOM CHMILIEKCa, Tj. TaKO Jla BEKTOp JIyKuHa L
BUIIlE HEMa ToMepaje “mecHO” 3a 3, "rope JieBo” 3a 4 um "nojie J1IeBO” 3a 5
(BumeTn reoMeTpHUjcKy Bu3yesusarujy Bektopa L y mpumepy 1.3), Beh cy
roMepaju pejiom 3a 9 =19 —3, 8 =15 —4 u 7 =15 —5. Ha Taj nauyun modbujamo
Ja TeMeHa CHUMILIEKCa W3 MpBe KJjlace OpWjeHTalrje TaJHy Ha ITO3UIje
TeMeHa CUMIIJIEKCa U3 JIpyre KJiace OpujeHTalldje, Te ce Merha OpPUjeHTaInja

cumiiekca. Ilpumep je na coaunum 4.2.

(a) T1 ca remenom 0 ma nosunuju (0, 0) (b) 71 ca  UpUKA30M  OKpEHyTe
OpHjeHTalldje CHMIIEKCA § TEeMEHOM
0 na nosunuju (0,0)

Ciuxa 4.2: Ayromopduzam a_; o Tonna 1)

Y My3umdkoM CMHCIYy, [pBa TIpyna ayToMopduszama, Tj. OHa KOja tyBa
opujeHTaIlnjy, /laje MOIyJIallije y CBUX JBaHaecT ToHaauTera. Lok ayTomopduzmu
JIpyTe Tpylie CKaJly MaJby y 0] PETPOrpaJiny u rpanciaupany. Ha kpajy oBor paja
JajeMo Tadesly CBUX OBHX ayToMopdmu3ama M3 KOje ce BeoMa JIaKO M OP30 UHhTa

IpecanKaBambe TeMeHa, T€ KOMIIO3UTOPH ca JIAKONOM MOTY J1a je KOpHUCTE.
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Cnugro ce moKasyje Ja je u rpymna ayroMopdusamMa CBAKOT O TOHaa 1r =
Ton'*3(2,3,7), Ty = Ton'?3(1,3,8) u Ty = Ton'*3(1,2,9) takohe auempanna

rpyna Dyy. Melyrum, 3a ronan Ty = Ton'*3(1,4,7) je curyaiuja HEImTo Apyradmja.

Tepheme 4.2.2. Hexa je T = Ton™*(L). Baowcu ga je Aut(T) < Af f(Z,), xao u
ga je Aut(T) cmadburusawop wonua T y ipyau Af f(Z,), wj.

Aut(T) = Stab(T).

Hoxka3z: Ceaku f € Aut(T) je cummmmmujanan uzomopdusam f: V(T) — V(T),
na npunajga rpynu F", nakiae Aut(T) C F". Hdame, F" nenyje ua toHar T Tako
mTo 9yBajylin cTPyKTYypy CUMILIEKCA NMEPMyTyje TeMeHa y CHMILIEKCHMa, Te je
cradusmsarop Touna T’ 3a To aejcrso yupaso Stab(T) ={f € F* | f(T) =T} =
Aut(T). Ilo ommrrem CBOjCTBY IDYHHHX JiejcTaBa, CTaDUIM3ATOD HEKOT €JIEMEHTA,

y OBOM CJIy4ajy 4YMTaBOr TOHIA 1', je MOArpyla, IITO 3aBpIlaBa JIOKa3, jep je

Fr=Aff(Z,). O

Tephemwe 4.2.3. Heka je Tz = Ton'?3(1,4,7). I'pyta aymomopdusama wonua
Aut(T3) je yeaa adumna pyua,

Aut(Ts) = Af f(Z12).
Koja uma |Z:5| - |Z12| = 48 eaemenata.

Hoxkasz: [Tocmarpajmo caza rpymy Aff(Zi2) kao ckyn xoju caapku cse GyHKIje
obmuka f(v) = sv+t, v € Lo, s € Ly, ={1,5,7,11}, t € Zys.

Opujenrarnujy cuMIiekca IyBajy cBu ayromopdusmu Koju masby Lg — Lg, Tj.
dyukiuje kaga je s = 1 wim s = 7. 3aucra, 3a s = 1 je TpuBujaiaHo, a 3a § = 7
Baxku s - Ly = s-(1,4,7) = (s,4s,7s) = (7,28,49) =15 (7,4,1), Te moHOBO nUMaMO
ucrtu ckyn pasnuka Ly = {1,4,7}.

MebhyTum, Tonar T3 je crerududan Mo TOME IMITO HEeroB JyKUHCKHA BeKTop L3,
3a mpeocraJie nBe jexunHuie s = 5 u § = 11, cagpxku ucru ckyn ayxuna {1,4,7}
camo pebhaHUX y TOHILy Tako Jia BeKTOp L3 Oyle cylnpoTHe OpujeHTalluje, Te ce
Mema OpHUjeHTalldja CUMILIEKCa. 10 BUIUMO W3 TOTa IINTO, HIIP. 3& § = O BaXKWH
s-Ly=s-(1,4,7)=5-(1,4,7) =15 (5,8,11) = (—7,—4,—-1) = —(7,4,1), naxje
5-L3 = — L3 (Huje HAM BaxKHO Ha KOjOj KOOPJMHATHU Cy BEJIMYNHE). AHAJIOIHO BAXKH

u j1a je 11- Ly = — L3. Tonar koju odpa3yje JTy>KUHCKH BEKTOP L3 UCTH je Ka0 U OHAj
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KOju 00pa3yje JIy>KUHCKHU BeKTop — L3, Te cy TakBe (PYHKIIHje ayTOMOP(MU3MU, aIn
ca OUTHOM pa3JIMKOM IITO he TakBe (PYHKIIMje MEHATH OPUJEHTAIIN]Y CUMILIEKCA.

Cse dyukiyje adune rpyne Aff(Zis) cy:

s=1: r—x+0b, t=20,...,11,
§=05: r—5c+b, t=0,...,11,
s=17: r—=T7x+b, t=0,...,11,

s=11": r—1llz+b, t=0,...,11,

a oHe cy yjenHo u cBe u3 rpyne Aut(73) na yKynHo uMaMo |Zis| - |Zio| = 12-4 = 48

dysKIHja. o

OBa mojiesra jacHO TOKa3yje KOju ayTOMOpP(MU3MHU UyBajy OpHjeHTAI]y, a KOju He.
To Ham je y My3WdKOM CMHUCJIYy BeoMa BaKHO, jep he mpu ayTomopdusMmuMa Koju
qyBajy OpPHjEeHTAINjy IpBa KJlaca aKopJa Mhu y TPBY KJacy akopia, a JIpyra
KJlaca aKop/a y JIpyry KJacy akopia, JIOK he Koi oHux ayroMopduszama Koju
MeIbajy POTaIMjy IpBa KJaca aKop/a OJJIa3uTh y JApyry u odpuyTo. Tpancianuje
yBEK 4dyBajy OpHjeHTAIjy TOHIA, JOK Myaruiukaropu {1, 7} cradbuwiusyjy Ls =
{1,4,7}, a mynrunsmmkaropu {5,11} npecimkasajy Ls y —Ls. Tako ce rpyma
Aut(T3) o 48 enemenara nenu Ha 24 ayromopdusMa KOjU UyBajy OpUjeHTAI]y U

Ha 24 Koju je He TyBajy.

4.3 WN3omopduzam 17 = T

Y oBoj cekmmju ommcyjemo cBe mzomopdusme msmehy romama T;, i € [5], a
Koju HuCy ayromopdusmu. [lokazaHo je jga cBaKM CUMILIMIIA]AJTHA U30MOpMU3aM
msmehy Tomma T = Ton™*(L) m memy msomopdHOr ToHTa Mopa ouTH aduHO
npeciaukaBambe, oqHocHo f € Af f(Z,,). Ilomro je Aut(T") noarpyna rpyne Af f(Z,,),
npeocraje uzoMopdusme tpaxkumo y pasauru Af f(Z,) \ Aut(T). Camum Tum,
CKYII CBUX CUMILIUIHMjAJIHIX U30Mopdur3ama Koju ToHal 1’ IMpecanKaBajy y TOHAIL

T’ uuje rpyma, jep He cajpxku ujgeHTuTer, MehyruMm jecre kocer rpyme Aut(T).

Tephemwe 4.3.1 (Kocer rpymne ayromopduzama). Hexa cy gatuu wonyu T u T".
Ilpewmtocmasumo ga Gocwoju bap jegar uzomopdusam po: T — T'. Taga je cxya

ceUT usomopgﬁua ama

Isom(T,T") :={¢: T — T | ¢ je usomopgpusam}
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aesu Kocel pyte aywmomoppusama Aut(T), wy.
Isom(T,T") = poo Aut(T) = {poo | € Aut(T)},
1ge xocew Isom(T', T") ne 3asucu og uzbopa uzomoppuama pg. Iocedbno saorcu:
[Isom(T,T")| = | Aut(T)].

Hoxka3z: Pazmorpumo rpymy Aut(7') cBux ayromopdusama xkomiuiekca 1. Ako je
¥ € Aut(T), orga je kommosuImja g © 1 moHoBO m3omopduzam T — T’ na je
o o Aut(T) C Isom(7,T"). Obpuyro, mera je ¢ € Isom(7,7") upousBOBHO U
neka je 1 = ¢y’ o . Iomro je ¢,' : T" — T m3oMopdu3zaM, KOMIOZHIT]a 1)
je ayromopduzam komiuiekca T, makie 1 € Aut(T'). VI3 Tora ciaemn ¢ = ¢q o 1,
nokazyjyhu ga je Isom(7,7") C ¢ o Aut(T'), Te modujamo TpazKeHy jeTHAKOCT
ckymnoBa. HesaBucHocT 011 m300pa ¢y ClIeJu U3 Tora IITo 3a OUJIO Koje JIPYro ¢ €
Isom(T, T"), Baxku 1a je @1 = woo (¢y ' op1) € oo Aut(T), jep ¢y opr € Aut(T).

3a TBpY O jeTHAKUM KapIMHAJTHOCTHMA CKYIIoBa nMaMo Ja je rpyma Aut(7T)
[IPEKO TIPec/IMKaBama 1) — g 0 1) y OujeKiuju ca JieBUM KoceToM g o Aut(T),
I1a IUXOBE KapIWHAJHOCTA MOpajy outu jemnake. [Ipema jokazanoj jeaHakocTu

ckymoBa jobujamo u |Isom(7,T")| = | Aut(T)]. O
Ckyn Isom(7T,T") je Takohe u necau Kocer, aau rpyie ayromopduzama Aut(7”):
Isom(T,T") = Aut(T") oy = {¥ oy | € Aut(T')}.
ITocnenuna 4.3.1. Hexka je 1] wonay xoju je usomopgpan wonuy Ty. Taga je

[Isom (71, T7)| = | Aut(Th)| = 24.

Hoxka3z: Ilpumenom mnperxoguor tBphema n mnokaszanor ga je Aut(T)) = Dy

JI00MjaMO TPayKeHU Pe3yJITaT. O

VI3 oBe mocsiequiie ciaenn ja HMOCTOjU TadHO jemaH Tonar 1), pasmmant ox 17, a

KOju My je m3omopdaH.

OBa mojaBa je n Te Kako 3aHUMJbUBA, jep je OjepoB TOHAI] y My3UYIKOM CBETY
jEJIMHCTBEH: OH Ce CaCTOjU OJ] JYPCKUX U MOJICKHX TPO3BYKa, HAjKOHCOHAHTHUjUX
CTPYKTYpPa Koje Cy 00eJIeXKIIe TOTOBO CBe My3UYKe KAHPOBE, a CYBUIITHO jé TOBOPUTH

KOJIUKY IIPUMEHY MMajy y KJIACHIHO] MYy3HUIH.

[TogceTnmo ce ma y JABOAMMEH3MOHOM TOHIYy mayxwuue [;, i € {1,2,3}

IIpeICTaB/bajy HHTEpBaJie u3Melhy TOHOBa Koje Cy J0/ie/beHe CTPaHuIlaMa TPOyTJIa,
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OJTHOCHO TIPEJICTaB/bajy pas3iukKy m3mehy Temena. [Iparehu renepaTopcky mersby

KOja je JeduHuCcaHa BEJIUYUHOM [;, JI00MjaMo
(v,v 4+, v+ 2l,...,0+ (r; — 1)l;,v),

rue r; = r(l;) o3HaYaBa pej| ejleMeHTa l; y Tpynu Zy,.

la du ce popmupao dyH1aMeHTaIHA JIOMEH TOHIIA 1], JIOBOJHHO je PeaIn30BaTh
0de reneparopcke nersbe. Kako Bekrtop Ly = (3,4,5) caapxKu Tpu JyKHUHE, O]
KOJUX CBakKa MOXKe JIe(pUHICATH IeT/by, 38 Kpeuparmbe JOMeHa OMpaMo HIIp. OHE Ca,
HAjMAbIM pPeJIoBUMa. Y OBOM CiIydajy To cy l; = 3 u ly = 4, jep Baxku r(l;) = 4,
r(ly) = 3 < r(l3) = 12. Tako je nodujen Tonan 1) ca dyHIAMEHTATHIM JOMEHOM
y 0dsuky napaJsiesiorpama (ciauka 4.3(a)).

[TomTo nzoMopdHU TOHAIL MOPa UMATH UCTY KOMOMHATOPHY CTPYKTYPY, AHAJIOTAH
dyHIaAMEHTAJIHN JOMEH TIOCTOjU U 3a mhera. [locmarpajmo aykuucku BeKTop Ly =
(3,8,1) rouna Ty. Bekropu Ly = (3,4,5) u Ly = (3,8,1) mese ucre pejose cBOjux

KOOpJUHATA Y Z1s:

Cruka 4.3: Tonar T je usomopdan Touiy 1)

Aduna dyHnkuja Koja uHIyKyje n3oMopdu3aM IPUKA3aH HA CJIUIU je

10 11)’

f .(0123456789
50-\051038161149 2 7

a kpahe je osmauaBamo ca f = (1,5)(2,10)(4,8)(7,11), rae oBaj 3amuc ucruye
rpancnozunuje (Ha npumep, 1 ce mpecaukasa y 5 u obpuyTo). Kajga je meku

€JIEMEHT HM30CTaBJ/bEH, IIOAPpAa3yMeBa C€ JJa Ce€ OH CJ/IMKa CaM Yy cebe — Yy OBOM
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ciaydajy To ¢y 0,3,6 m 9, jep cMO TOHAIl OCTABMJIM TAKO Jla C€ XOPU30HTAJIHA
renepatopcka merba 0 —3 — 6 —9 — 0 mpecimkaBa UJAEHTUTETA IO OBOj (DYHKITH)U.

Kako Baxu 5(L;) = L4, byuximja f5 He Mema OPUjeHTAI]y CHMILIEKCA.

Ha ou ce moduo npumep (yHKIHje KOja MeHha OPHjeHTAIN]y, MOXKEMO y3eTu

ouso xojy aduny dyskujy odsuka fr74, t € Z12, jep BaxKu
7(L1) = (21,28,35) =12 (9,4,11) =15 (—3,-8,—1) = —Ly.

Crora acduna pyHKIHMja ca KOeUIMjeHTOM S = 7 MeHha OPUjeHTAIl]y CUMILIEKCa,

JIOK 33/Ip2KaBa KOMOMHATOPHY CTPYKTYPY TOHIIA.

(a) Th = Ton'?3 (3,4,5) (b) Ty = Ton'?3(3,8,1)

Cauka 4.4: [Ipumep dyHKIMje KOja Memha OPUjEHTAIIN]y CUMILIEKCa y 1)

Ha cimmnm je npukasan m3omopdusaMm Koju mHAyKyje dynrmmja fr7o. IIpomeny
OpHjeHTallje CUMIUIEKCA MOXKEMO YOUWTH Ha mnpumepy cumiuiekca o = {0,1,9}
kome Ha cyuiu 4.3(b) momessyjemo Herarushy opujentanujy o; = (0,1,9), Te Ha

caunu 4.4(b) mva nosuruBHy opujentanumjy o = (1,0,9).

Teopema 4.3.1. Ckyi c6uxr cuMUAIUUUIGAHULT U3OMOPHUIAMA KOJUMG CE TMOHAY,

T, uapecaurasa y wonay, Ty je
Isom(Tl,T4) = {f5,t | te Zlg} U {f?,t ‘ t e Z12} .

Hoxka3: [Ipema tBphemy 4.3.1, CKyll CBUX CUMILIUIIAjAJTHIX U30MOpdu3amMa Koju
npecimkaBajy T y T, uunu jeman kocer rpyme Aut(7}), a 3a npousBo/baH

nzomopduzam g : 11 — Ty, MokeMo y3eTu ¢y = f5. Jodujamo:
ISOHl(Tl, T4) = {f570 O Qg ’ As ¢ S Allt(Tl)}

Oynknuje f500 a5, TEHEPUITY CBe CHMILIUIHjaaHe n3oMopdusme. Ha npumep, f7

J1001jaMo Kao fso © a1 =12 fro. TpanciaTopun meo modujamo Kao f50 0 @y =
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fs15t+0 = f5,5¢. IlomTo je 5 NHBepTHOMIIHY eJIeMeHT y Zjo, KaJa t IPOIa3u KPo3 Zio
nodujamo cse moryhe Tpancaamnuje. Ciamano Baxkn 3a s = 7. pyrun usomopduzmu

uucy moryhu, jep je yBek s =501 =135 mwmm s =5011 =5 7.

Nzomopduzam 1r = T

Hakow 1rrro Mo yTBpmin Jia ¢Bu cuMinnnujaaan nsomopdusmu f € Af f(Z1s)
HaJ[ TOHIIEM 13 IIPeICTaB/bajy CaMO heroBe ayTOMOPQU3ME, OCTaje J1a MCIIMTAMO
npeocTaJa aBa ToHna 1s u Tk.

Bekropu Ly = (2,3,7) u Ly = (2,9, 1) npunaajy ucroj KJacu eKBUBAJIEHIIUje

y OJTHOCY Ha peJIoBe JyXKWHA [;, jep BaxKu

Kasa ducmo muxoBy TOHAIT MpeKY MPEACTABIIN Kao ITapaJjesorpaM, Mo y30py Ha
toune 1) u Ty, ona Ou cajp:KaJia HajMamwe 24 TemMeHa W 48 TPOYIJIOBA, IITO HE
ou ynHwio pynmamenTasau gomer. OBo ciiein U3 JBOCTPYKO Behux pejioBa 3a
JyKuHe BekTopa L n ummenune ga je 2-r(2) -r(3) = 2-6-4 = 48. C 0d3upom
Ha mocseaurly 4.3.1 m HaBeJeHO pa3MmaTparbe, 3aKJbydyjeMo Ja ToHru 1p u Tk
nucy nmzomopduu touruma 1) u Ty, mehyTtum wucrocras/ba ce ja jecy mehycodHo
n30MOpdHMA.

Nzomopduzam nzmehy mux miayctpoBat je Ha caunu 4.5.

(a) Ty = Ton'?3(2,3,7) (6) Ty = Ton'?3(2,9,1)
Cnuka 4.5: Tonarn Ty je nusomopdan ToHIyy T5.

3Ba kpaj, mako je tonar T3 jegmHO cam cedum m3oMopdaH, 1ajMO TPUMEpP U

IErOBOT (DYH/IAMEHTAJIHOT JIOMEHA.
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Cnuxka 4.6: ®@ynmamentannu jgoMen tonna Ty = Ton'?? (1,4,7)

Jlerenepucanm oOJIMIM TOHIIA

VYKOJIMKO ce M30CTaBuU YCJIOB PEAYKOBAHOCTHU U T'€HEPUYIHOCTU BEKTODPa L =

(I1,12,13), 3a n = 12, nqoduja ce jorn HEKOJUKO MOryhux KOMOMHAIMja Iy KUHCKOT

BEKTOpA:
Le=(1,1,10), L;=(1,5,6), Lg=(2,2,8), Lg=(2,4,6),
LlO = (27 57 5)7 Lll = (37376)7 L12 = (47 47 4)

Fbuxose tonne osuauaBamo ca T;(ly,l2,13), i € {6,...,12} u oHu mpencraBbajy

JlereHeprucaHe OOJIMKE TOHIA, KOJU HHUCY XOMeOMOp(MHH TOpycy, Beh mapyrum

[IO3HATUM TIOBPIIMHAMA, KOoje cMo Beh ommcaiu y 3.2, Te heMo camMo JOIyHHUTH

Tadey:

TOHAIT, penaruje mehy I KOMILJIEKC
Ts(1,1,10) | 1=1<10# 2 UJTTH AP
T:(1,5,6) 1+5= % UKJIyC 011 6 IpaHuIia TeTpaeapa
T5(2,2,8) 2=2<8# % 2 UCjyHKTHA, UIHHIPA
To(2,4,6) 2+4=6=12 2 [Hcj. MUKJIyca o7 3 TPAHUIA TeTpaeIpa
T10(2,5,5) 2<bh=5 IUJIAHIAD
T11(3,3,6) |3=3<6u6= % IPAHNIIA, TEeTPAEapPa,
T15(4,4,4) 4=4=4 4 TUCjyHKTHA 2-CHMILIEKCA

Meby muma nmamo joir jegan u3oMopdaH map ToHala, a To ¢y Tounu Tg u Tg.
Onu cy m3oMopdHU Kao MUJINHIPH, a m3oMopduzaM Mely muMa cMO MOLIH Ja

HACJIyTUMO M TIOCMATPajyhm pejoBe JIy2KUHA, y IbUXOBUM JIyKUHCKUM BEKTOPUMA

L6 n LlO-
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4.4 KommoHoBame y TOHILY

Pagu wMysuuke wirycTpalidje TpPUMEHHMO Halle wu3oMopdusMe Ha jeJaH
[IPENO3HAT/BUB TTpuMep u3 My3mdke npakce. C od3mpoMm Ha 3Ha4daj Koju je Bax
JIa0 Pa3BOjy jeIHAKOTEMIIEPOBAHOI CHCTEeMa, M300p KOMIIO3UTOPA je OUUIJIeIaH.
Opmadpanu cmo BaxoBy /lsotrachy uneenuugy y C-gypy, Te MPUKAXKUMO IIPBa, 1B,
¥ TI0 TaKTa KOMIIO3UIIHje, KAO jacaH M 3BYYHO IPENO3HAT/HUB MOTUB HA KOME Ce

MOTY TOKa3aTh CBe TpaHcdOopMaliije y TOHILY.

s%m, 2 === e —z
(‘fﬁ! = -}'g@ — 1 ag' et 0"

Cnuka 4.7: J. C. Bax, /lsoiracha unsernyuja y C-gypy, op. 1.

Jla ducmo pazymesin Kako ce My3UdKa CTPYKTypa TOHAJIUTETa MEHha Y OKBUDY
TOHIA, MPUMEHNMO CaJjia HEKH OJi ayToMopduszama HaJ HUM. Ayromopdusmun
a1,; TpeJcTaB/bajy HajjeJHOCTABHUJU CJIyda] — OHU BpIIe YHUCTY TPAHCIO3UIHJY,
OJIHOCHO TIOMEPAjy Iiely mHBeHIujy 3a ojpehenn maTepnas t. [lorienajmo ucry
BaxoBy nHBeHNujy, Ha IPUMEP TPAHCIUPAHY ayToMOphU3MOM a4 4. CBU HHTepBaIN
n3Mel)y TOHOBa M aKOPJCKHU OJHOCH OCTajy OdyBaHU. Pe3ysrar je mo3HaT u IOHOBO

ce gyje ,KJacudaH 3BYK, aJli caJia y MOTIyHOCTH F-mypa.

0 T, P R TP
= #—H.'_r P:] =ﬁF& s = I I 'rlF 111
‘ : e thﬁa ===z

et

‘?Pﬂ##F#f#E gle 2

il

Cinka 4.8: Mogyaayuja uneenyuje y E-gyp, godujena aytiomopduzmom ay 4.

Pasmorpumo cana ayromopdusMe a_;; KOju Membajy OPUjeHTallnjy CHMILICKCA.
Kao npumep, ysehemo onaj koju 3aap:kaBa ToH C' M CBe ocTaje UHTEPBAJICKE

OJTHOCE MHBEPTYje Y OJHOCY Ha hera Kao IeHTap WHBEP3Hje, TO je ayToMopduszam
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a_10. OBaKBO mpeciIHKaBame IPOU3BOAU PETPOrPAJHY BEP3Ujy KOMIIO3UIIH]e:
Y3JIa3HU U CUJIA3HU CMep Y HU3amy TOHOBa ce 0Ophy, ajii cy BeJIMYNHE WHTEPBaJIa
n3Mel)y cyceqnunx ToHOBa MCTEe Uy JoMeHy u y cautid. Tume oBa Tpancdopmaruja
JieJiyje Kao OrJIeJIaJIo XapMOHCKOT IIPOCTOPa. 3BYYHO, U Ja/be 0cehaMo IPUCYCTBO
KJACUIHE XapMOHHje, jep WHBEP3HW WHTEPBAJIN NPUNAJAJy WCTOj KJacu

KOHCOHaHTHOCTH KaO 1 ITIOJIa3HH.

e

i
it
ﬂ%

Cinka 4.9: Petpoipagha Wparchopmanuje uneeryuje ayiiomopPhudmom a_q g.

3a kpaj, mocMarpajmMo m3oMopdusMe Kojuma ce ToHar 1] ciauka y ToHart 1j.
CBaku JypcKu KBUHTAKOP/I jeé CAUNIbeH O] BEJIUKE TepIie, MaJie TepIie U KBUHTE Kao
OKBHUpPAa, OBUM IIPECINKABABIMA IIPEJIa3u Y CKYI TOHOBA KOjU Cada UMajy U3Pa3uTO
JIMCOHAHATAH WHTEPBAJI, a TO je BejnKa centuma!l Kao nmpumep, yzehemo dyHKIWM]y
f5.8, KOja CBaKM TOH v IIpecauKaBa y dv + 8 y Zio. Ha Taj nauun, Ton C npenasn y
Gf, Ey C, Gy Dt, uta. mamo na ce C-nyp akopn {C, E,G} = {0,4, 7} cauka y
akopn {Gf, F, G} = {8,4, 7}, Te jacno Bumumo unTepBas sejuke centume {GH, G}.

Bl
pﬁ:
L)
iy
»
E=3
k)
e
= = =
e

Cinka 4.10: Uneenyuja wparcgpopmucana usomoppusmom fsg: Ty — Ty.

Caymau pe3ystar je 3BYyYHO YHaJJbUBO Jpyradnja Bep3uja wuHBeHruje. Ona
OTKpuBa JyOOKy Be3y wusMeh)y My3uWKe W MaTeMaTHKe — IOKa3yjyhu ma u
Haj/IMCOHAHTHUJU aKOPJ MOXKe OWTH caMoO Jpyra IepCHeKTHBa HNCTE XapMOHCKE
crpykrype. a j1, oH/la, caBpeMeHa MYy3UKa 3alicTa HapyllaBa XapMOHU]Y, UJIH je

caMmo CJIyIIaMo U3 JAPyror ToHna?
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Tadauie nzomopduzama

3a kpaj, majemo Jmcry cBux dbynknuja adune rpyne Aff(Zi2). zasajamo
ux y Bujy ayromopdusama Touna 17 u y BUy CBUX m3omopduzama Koje TOHAIl
Ty cmukajy y ronar 7Ty. Kao mrro cmo Bujenu, oBe (pyHKIHje TPUPOITHO HAJA3e

IIPUMEHY Yy aHAJIN3U MY3WYKHX KOMIIO3UIja, &Il U Y KOMIIOHOBAbY.

1) Ayromopdusmu agy,: Ty — Ty

ajo=1Id a—1,p : (1,11)(2,10)(3,9)(4,8)(5,7)
a;1:(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) a_17:(0,1)(2,11)(3,10)(4,9)(5,8)(6,7)
a»:(0,2,4,6,8,10)(1,3,5,7,9,11) a-12:(0,2)(3,11)(4,10)(5,9)(6,8)
a;3:(0,3,6,9)(1,4,7,10)(2,5,8,11) a_13:(0,3)(1,2)(4,11)(5,10)(6,9)(7,8)
a4 :(0,4,8)(1,5,9)(2,6,10)(3,7,11) a—14:(0,4)(1,3)(5,11)(6,10)(7,9)

a5 :(0,5,10,3,8,1,6,11,4,9,2,7) a_15:(0,5)(1,4)(2,3)(6,11)(7,10)(8,9)
aie : (0,6)(1,7)(2,8)(3,9)(4,10)(5,11) | a—16:(0,6)(1,5)(2,4)(7,11)(8,10)
a;7:(0,7,2,9,4,11,6,1,8,3,10,5) a_17:(0,7)(1,6)(2,5)(3,4)(8,11)(9, 10)
as:(0,8,4)(1,9,5)(2,10,6)(3,11,7) a_15:(0,8)(1,7)(2,6)(3,5)(9,11)
ag:(0,9,6,3)(1,10,7,4)(2,11,8,5) a_19:(0,9)(1,8)(2,7)(3,6)(4,5)(10,11)
a1 : (0,10,8,6,4,2,0)(1,11,9,7,5,3,1) | a_110: (0,10)(1,9)(2,8)(3,7)(4,6)

a1 : (0,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0) a—111:(0,11)(1,10)(2,9)(3,8)(4,7)(5,6)

2) Uzomopdusmu fs: Ty — Ty

fs0: (1,5)(2,10)(4,8)(7,11) fro:
fs1:(0,1,6,7)(2,11,8,5)(3,4,9, 10) fra:
fs2 1 (0,2)(1,7)(3,5)(4,10)(6,8)(9,11) | fro:
fs3:(0,3,6,9)(1,8,7,2)(4,11,10,5) fra:
fsa:(0,4)(1,9) )@1@ fra:

(1,7)(3,9)(5,11)

(

(

(0,

(

fs5:(0,5,6,11)(1,10,7,4)(2,3,8,9 frs: (
(5 (0,

(

(

(0,

0,1,8,9,4,5)(2,3,10,11,6,7)
0,2,4,6,8,10)(1,9,5)(3,11,7)
3)(1,10)(2,5)(4,7)(6,9)(8,11)
4,8)(1,11,9,7,5,3)(2,6,10)
5,4,9,8,1)(2,7,6,11, 10, 3)

0,
0,
6)(2,8)(4, 10)
0,
0,

fs7:(0,7,6,1)(2,5,8,11)(3,10,9, 4 for:
fos 0 (0,8)(2,6)(3,11)(5,9) frs 0 (0,8,4)(1,3,5,7,9,11)(2, 10, 6)
f59:(0,9,6,3)(1,2,7,8)(4,5,10,11) fr9:(0,9)(1,4)(2,11)(3,6)(5,8)(7, 10)
fs.10 : (0,10)(1,3)(2,8)(4,6)(5,11)(7,9) | fr10: (0,10,8,6,4,2)(1,5,9)(3,7,11)
four: (0,11,6,5)(1,4,7,10)(2,9,8,3) | fru1: (0,11,4,3,8,7)(1,6,5,10,9,2)

7.8,3,4,11)(1,2,9,10,5,6)

1
(3,
( 8,9)
f5,63( 6)(1,11)(2,4)(3,9)(5,7)(8,10) fre
2 9,4)
(3,
1
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