
Linearna algebra i analitiqka geometrija
SEPTEMBAR 1 - 31.08.2023. godine

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-d):
a) [1p] Direktna suma vektorskih prostora U i W ;
b) [1p] Linearni omotaq skupa vektora S = {v1, v2, ..., vn};
v) [1p] Ortogonal vektorskog potprostora S⊥ ≤ V ;
g) [1p] Inverzna matrica matrice A;
d) [1p] Rang matrice A;
�) [1p] Formulisati Bine-Koxijevu teoremu;
e) [2p] Neka je A ∈M2(R). Dokazati da je ǌen karakteristiqni polinom ϕA(λ) = λ2 − λtrA+ detA;
�) [2p] Dokazati da je ortonormiran skup vektora {v1, ..., vk} linearno nezavisan skup.

2. [10p] Dato je preslikavaǌe L :M2(R)→M2×3(R) formulom

L(X) = X ·
[
2 −2 4
0 0 0

]
− 2tr(X) ·

[
1 −1 2
−1 1 −2

]
.

Dokazati da je L linearno i odrediti bar po jednu bazu ImL i KerL, kao i rang i defekt L.

3. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



2023 2022 2023
0 2022 2022
0 0 2023


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste izraqunati An.

4. Neka je <,>: R3 × R3 → R definisano sa

< (x1, x2, x3), (y1, y2, y3) >= 3x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 + 2x3y1 + 2x1y3.

a) [3p] Dokazati da je <,> skalarni proizvod na R3;
b) [7p] Odrediti udaǉenost vektora v = (1, 1, 1) od prostora U = L{(1, 1, 0), (−1, 0, 1)}.

5. [10p] Date su prava p : x−1
1 = y−2

2 = z−3
3 i ravan α : 2x− y + z − 6 = 0.

Odrediti jednaqinu prave q koja pripada ravni α i seqe p pod pravim uglom.

6. [10p] Neka su U i W qetvorodimenzioni vektorski potprostori vektorskog prostora V dimenzije 6.
Odrediti sve mogu�e vrednosti za dim(U+W ) i dim(U∩W ) i navesti primer za svaku od mogu�nosti.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
JUN 1 - 05.06.2023. godine
Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V

Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-d):
a) [1p] Baza i dimenzija vektorskog prostora V ;
b) [1p] Koordinate vektora v u bazi S = {v1, v2, ..., vn};
v) [1p] Jezgro i slika, rang i defekt linearnog preslikavaǌa L : U →W ;
g) [1p] Sopstvene vrednosti i sopstveni vektori matrice A;
d) [1p] Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V ;
�) [1p] Formulisati Kejli-Hamiltonovu teoremu;
e) [2p] Neka su ~a = (1, 2, 3) i ~b = (−1, 0, 1). Izraqunati ∠(~a,~b) i ~a×~b;
�) [2p] Neka su v1, ..., vn ∈ V vektori vektorskog prostora V i A : V → V linearno preslikavaǌe.
Ako su Av1, ..., Avn linearno nezavisni, tada su i v1, ..., vn linearno nezavisni. Dokazati.

2. [10p] Neka je U potprostor vektorskog prostora M2(R) generisan matricama

u1 =

[
1 2
1 −2

]
, u2 =

[
2 3
1 0

]
, u3 =

[
1 2
2 −3

]
,

a V potprostor generisan matricama

v1 =

[
1 1
1 1

]
, v2 =

[
1 0
1 −1

]
, v3 =

[
1 3
0 −4

]
.

Na�i bazu i dimenziju za U , V , U +W i U ∩ V .

3. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste izraqunati An.

4. [10p] Odrediti ortogonalnu projekciju vektora v = (7,−4,−1, 2) na potprostor

U = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | 2x1 + x2 + x3 + 3x4 = 0, 3x1 + 2x2 + 2x3 + x4 = 0, x1 + 2x2 + 2x3 − 9x4 = 0},

a zatim i rastojaǌe v od U u odnosu na standardni skalarni proizvod u R4.

5. [10p] Date su prave p :
x− 2

a
=
y + 1

−3 =
z − 3

4
i q :

x− 3

b
=
y

1
=
z − 2

−1 . Odrediti vrednosti realnih

parametara a i b tako da se prave p i q seku pod pravim uglom, a zatim za takve a i b odrediti
jednaqinu ravni α koja sadr�i prave p i q.

6. [10p] Dokazati da za sve linearne operatore L na vektorskom prostoru V va�i

KerL ∩ ImL = {0} ⇐⇒ KerL2 = KerL.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
JANUAR 2 - 02.02.2023. godine
Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V

Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-d):
a) [1p] Potprostor U vektorskog prostora V ;
b) [1p] Linearni omotaq skupa vektora S = {v1, v2, ..., vk} ⊂ V ;
v) [1p] Linearno preslikavaǌe L : U →W ;
g) [1p] Simetriqna matrica A;
d) [1p] Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V ;
�) [1p] Formulisati Bine- Koxijevu teoremu;
e) [2p] Navesti formulu za rastojaǌe taqke A(x0, y0, z0) od ravni α : ax+ by + cz + d = 0 u R3.
Izraqunati rastojaǌe taqke B(1, 2, 0) od ravni β : 3x+ 4z = 2023;
�) [2p] Dokazati da kvadratne matrice A i AT imaju iste karakteristiqne polinome.

2. [10p] U zavisnosti od realnog parametra a, rexiti sistem linearnih jednaqina

2x− y + 3z + 4t = 5

4x− 2y + 5z + 6t = 7

6x− 3y + 7z + 8t = 9

ax− 4y + 9z + 10t = 11.

3. [10p] Neka je L : R2[x]→ R3 preslikavaǌe definisano sa

L(a+ bx+ cx2) = (a− 2c,−a+ b+ 3c,−b).

Ispitati da li je L invertibilno i, ako jeste, na�i formulu preslikavaǌa L−1.

4. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




0 3 −3
−1 4 −3
−1 3 −2


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste na�i invertibilnu matricu P i dijagonalnu D
takve da je A = P−1DP . Izraqunati A2023.

5. [10p] Odrediti pravu q koja je simetriqna pravoj p :
x− 1

1
=

y + 2

2
=

z − 3

3
u odnosu na ravan

α : x+ y + z − 2 = 0.

6. [10p] Neka je e = [e1, e2, ..., en] baza vektorskog prostora V , gde je n ≥ 3 neparan prirodan broj.
Dokazati da je f = [e1 + e2, e2 + e3, ..., en−1 + en, en + e1] tako�e baza vektorskog prostora V .



Linearna algebra i analitiqka geometrija
JANUAR 1 - 14.01.2023. godine
Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V

Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-g):
a) [1p] Linearna nezavisnost vektora v1, v2, ..., vk;
b) [1p] Baza i dimenzija vektorskog prostora V ;
v) [1p] Linearno preslikavaǌe L : U →W ;
g) [1p] Trag i inverz matrice A;
d) [1p] Navesti Grasmanovu formulu;
�) [2p] Neka su A i B sliqne matrice. Dokazati da je detA = detB;
e) [3p] Izraqunati povrxinu trougla qija su temena A(1, 1, 2), B(0, 2, 0) i C(3, 4, 1).

2. Neka je L : R3 → R3[x] linearno preslikavaǌe takvo da

L(1, 0, 1) = 1 + 2x− x3, L(1, 1, 1) = x+ x2, L(1, 2, 3) = −1 + 2x+ 4x2 + x3.

a) [6p] Odrediti formulu preslikavaǌa L, tj. L(a, b, c);
b) [2p] Na�i bazu i dimenziju KerL i ImL;
v) [2p] Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na kanonske baze R3 i R3[x].

3. a) [6p] Izraqunati determinantu matrice A =




1 0 2 3 3
−1 1 2 −1 1
2 −1 −1 1 0
−1 3 1 2 −2
−2 −1 0 1 2



.

b) [4p] Izraqunati det(adj A).

4. [10p] Neka je V potprostor od R5 generisan vektorima

f1 = (1, 0, 1, 1, 1), f2 = (−1, 2, 3, 3, 7), f3 = (1, 2, 8, 6, 9), f4 = (1, 0, 4, 2, 1).

Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije, u odnosu na standardni skalarni proizvod u R5,
odrediti ortonormiranu bazu prostora V .

5. [10p] Date su prave p :
x+ 1

3
=

y − 4

0
=

z − 7

−1 i q :
x+ 2

1
=

y + 3

1
=

z + 2

−1 .

Odrediti jednaqinu prave r koja prave p i q seqe pod pravim uglom.

6. [10p] Neka su A i B matrice takve da je AB definisano. Dokazati da je rang(AB) ≤ min{rangA, rangB}.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Drugi kolokvijum, 10.01.2023. godine

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-g):
a) [1p] Sopstvena vrednost i sopstveni vektor matrice A ∈Mn(R);
b) [1p] Minimalni polinom matrice A ∈Mn(R);
v) [1p] Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V ;
g) [1p] Ortogonalni komplement W⊥ vektorskog potprostora W ≤ V ;
d) [2p] Navesti u kakvom se polo�aju mogu nalaziti dve prave u prostoru, kao i karakterizaciju
tih odnosa na osnovu vektorskog i mexovitog proizvoda odgovaraju�ih vektora.

2. Neka je A =



−1 2 2
2 2 2
−3 −6 −6


.

a) [2p] Na�i karakteristiqni i minimalni polinom matrice A.
b) [2p] Na�i sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
v) [2p] Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i, ako jeste, izraqunati An, n ∈ N.

3. Na vektorskom prostoru R2[x] = {a+ bx+ cx2 | a, b, c ∈ R} definisano je preslikavaǌe

〈p(x), q(x)〉 = p(0)q(0) + p′(−1)q′(−1) + p′′(1)q′′(1).

a) [2p] Dokazati da je 〈·, ·〉 skalarni proizvod na R2[x].
b) [2p] Ako je V = L(x2 + 1,−4x+ 1), na�i bazu i dimenziju V ⊥.
v) [2p] Kojem od potprostora V i V ⊥ je polinom p = x2 + x+ 1 bli�i?

4. a) [3p] Odrediti jednaqine simetrala s1 i s2 uglova izme�u pravih p : y = x+ 5 i q : y + x− 3 = 0.
b) [2p] Raqunski pokazati da je ∠(si, p) = ∠(si, q), i = 1, 2.

5. [6p] Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqku P (2,−3, 1) i seqe prave

q :
x+ 1

2
=
y + 2

−3 =
z − 1

3
i r :

x = 7 + t,
y = −4− t, t ∈ R,
z = 1 + t,

Da li je p paralelna ravni α : 3x+ 4y + z − 2023 = 0?

6. [6p] Neka je A ∈Mn(R) i neka su λ1, ..., λk (2 ≤ k ≤ n) me�usobno razliqite (λi 6= λj za i 6= j) sopstvene
vrednosti matrice A i v1, ..., vk odgovaraju�i sopstveni vektori (Avi = λivi, i = 1, ..., k). Dokazati da
vektor v = v1 + v2 + ...+ vk nije sopstveni vektor matrice A.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Prvi kolokvijum, 04.12.2022. godine

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I2V
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-g):
a) [1p] Linearni omotaq skupa vektora S = {v1, ..., vk} ⊂ V ;
b) [1p] Suma i direktna suma prostora U i W ;
v) [1p] Rang matrice A ∈Mm×n(R) ;
g) [1p] Jezgro i slika, rang i defekt linearnog preslikavaǌa L : W → U ;
d) [2p] Neka je L : W → U linearno preslikavaǌe. Dokazati da je Ker L ≤W i Im L ≤ U .

2. Date su matrice A =

[
1 2
0 3

]
i B =

[
0 2
−1 1

]
. Neka je U = {X ∈M2(R) | AX +XB = 2XT }.

a) [2p] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora M2(R).
b) [2p] Odrediti bar jednu bazu, kao i dimenziju prostora U .
v) [2p] Ako je W = {X ∈M2(R) | XT = X}, poka�ti da je M2(R) = U ⊕W .

3. [5p] Neka je U ≤ R4 generisan vektorima

u1 = (1, 0, 0, 1), u2 = (1, 1, 1, 2), u3 = (−2, 0, 1, 1)

i W ≤ R4 generisan vektorima

w1 = (1, 0,−2, 3), w2 = (3, 1,−3, 7), w3 = (7, 3,−5, 15).

Na�i bar jednu bazu za U , W , U +W i U ∩W .

4. Dato je preslikavaǌe L : R2[x]→ R2[x] sa L(a+ bx+ cx2) = 3b− 3c− (a− 4b+ 3c)x− (a− 3b+ 2c)x2.
a) [3p] Odrediti bar po jednu bazu slike i jezgra linearnog operatora L.
b) [3p] Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na bazu F = (f1 = 1+x+x2, f2 = 3+x, f3 = −3+x2).

5. [6p] Koriste�i Kramerovu teoremu, u zavisnosti od realnog parametra a ∈ R, rexiti sistem

x− y + 2z = −3,
ax+ 2y − 3z = 5− a,

2x+ ay − z = 1.

6. [6p] Dokazati da:
Vektori ~a = (1, a, a2), ~b = (1, b, b2) i ~c = (1, c, c2) su linearno nezavisni ⇐⇒ a 6= b 6= c 6= a.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : SEPTEMBAR 2
Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B

Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. Definisati slede�e pojmove (a-g):
a) [1p] Linearna nezavisnost vektora v1, ..., vn;
b) [1p] Linearni omotaq skupa vektora S = {v1, ..., vk} ⊂ V ;
v) [1p] Trag matrice A ∈Mn(R);
g) [1p] Ortogonalni komplement potprostora S unitarnog prostora V ;
d) [1p] Navesti Grasmanovu formulu;
�) [1p] Formulisati Bine-Koxijevu teoremu;
e) [2p] Izraqunati zapreminu paralelepipeda razapetog vektorima
~a = (1, 2, 3), ~b = (1, 1, 1) i ~c = (−1, 5, 2).
�) [2p] Dokazati da sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom.

2. Neka je preslikavaǌe L :M2(R)→ R2 dato sa L
([
a b
c d

])
= (a+ 2b− c+ d, 2a+ b+ c− d).

a) [3p] Dokazati da je L linearno preslikavaǌe.
b) [7p] Odrediti bar po jednu bazu Im L i Ker L.

3. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




0 −2 −3
−1 1 −1
2 2 5


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste na�i invertibilnu matricu P i dijagonalnu D
takve da je D = P−1AP .

4. Neka je A =

[
2 0
0 5

]
.

a) [4p] Dokazati da je preslikavaǌe < ·, · >:M2(R)×M2(R)→ R dato sa

< X,Y >= tr(XTAY )

skalarni proizvod na M2(R).
b) [6p] Ako je W = {X ∈ M2(R) | AX = XA}, odrediti ortogonalnu projekciju jediniqne matrice I
na W i W⊥.

5. Date su taqka A(1, 2, 3) i prava q :
x− 1

1
=
y − 2

1
=
z

1
.

a) [5p] Odrediti jednaqinu ravni α koja sadr�i taqku A i pravu q.
b) [5p] Odrediti taqku B simetriqnu taqki A u odnosu na pravu q.

6. a) [4p] Neka je A ∈Mn(R), n neparan, antisimetriqna matrica tj. AT = −A. Dokazati da je detA = 0.
b) [6p] Ako je A ∈Mn(R) regularna matrica, dokazati da je det(adjA) = (detA)n−1.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : SEPTEMBAR 1
Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B

Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. a) [2p] Linearni omotaq Span(v1, ..., vk) vektora vektorskog prostora V je vektorski potprostor
prostora V . Dokazati.
b) [2p] Formulisati Kramerovu teoremu proizvoǉnog sistema 3× 3.
v) [2p] Izvesti formulu za inverz proizvoǉne matrice A ∈M2(R).
g) [2p] Izraqunati povrxinu trougla qija su temena A(0, 2, 5), B(0, 0, 0) i C(0, 2, 0).
d) [2p] Definisati skalarni proizvod vektorskog prostora V .

2. [10p] Dati su vektorski potprostori od M2(R)

U = {
[
c− d 2c− 3d
−2c d

]
| c, d ∈ R}

i

W = {
[
x y
z t

]
∈M2(R) | x+ z + t = 0, y + 3t = 0}.

Odrediti bar po jednu bazu kao i dimenzije vektorskih prostora U,W,U +W i U ∩W .

3. [10p] Neka je preslikavaǌe L : M2(R)→M2(R) dato sa

L(X) = XTB − trX ·B , gde je B =

[
−1 0
0 −1

]
.

a) Dokazati da je L linearni operator vektorskog prostora M2(R).

b) Na�i matricu operatora L u odnosu na bazu f = {
[
1 0
1 0

]
,

[
2 1
0 2

]
,

[
3 1
1 1

]
,

[
0 1
−1 0

]
} prostora M2(R).

4. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




0 1 0 1
1 0 1 0
0 1 0 1
1 0 1 0


.

Odrediti sopstveni vektor koji odgovara najve�oj sopstvenoj vrednosti.

5. [10p] Odrediti jednaqinu zajedniqke normale, kao i rastojaǌe, mimoilaznih pravih

p :
x

2
=

y − 3

−1 =
z − 1

1
i q :

x− 1

1
=

y − 2

1
=

z

1
.

6. a) [4p] Neka je A ∈Mn(R), n neparan, antisimetriqna matrica tj. AT = −A. Dokazati da je detA = 0.
b) [6p] Ako za ne-nula matrice A,B,C ∈Mn(R) va�i ABC = 0, dokazati da determinante bar dve od
tih matrica moraju biti jednake nula.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : JUN 2

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. a) [1p] Dokazati da ako su A i B invertibilne matrice, onda je i AB invertibilna matrica.
b) [2p] Definisati linearno preslikavaǌe L : U → V .
Definisati jezgro i sliku, rang i defekt linearnog preslikavaǌa L.
v) [1p] Formulisati Kejli-Hamiltonovu teoremu.
g) [2p] Ako je S ≤ V , dokazati da je i S⊥ ≤ V .
d) [2p] Odrediti jednaqinu prave kroz taqke A(27, 6) i B(20, 22).
�) [2p] Izraqunati vektorski i skalarni proizvod vektora ~a = (1, 0, 1) i ~b = (3, 2, 1) iz R3.

2. Neka je U = {(a, b, c, d) ∈ R4 | a− b− 2c = 0}.
a) [6p] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora R4 i odrediti mu bazu i dimenziju.
b) [4p] Ako je W = {(a, b, c, d) ∈ R4 | b = d = 2022}, dokazati da je R4 = U +W .
Da li je suma direktna?

3. [10p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−1 0 −3
1 2 1
2 0 4


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i, ako jeste, odrediti invertibilnu matricu P i dijagonalnu
D takve da je A = PDP−1. Izraqunati An, n ∈ N.

4. [10p] Neka je W potprostor prostora R4 generisan vektorima

f1 = (1, 1, 1, 1), f2 = (2, 3, 4, 7), f3 = (1, 2,−1, 6), f4 = (2, 2, 6, 2).

Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti ortonormirane baze za W i W⊥.

5. a) [6p] Kroz taqku A(1, 2, 3) odrediti pravu a koja je paralelna ravni α : x+ y + z + 10 = 0 i koja

seqe pravu b :
x− 2

3
=
y + 4

2
=
z − 4

1
.

b) [4p] Odrediti taqku B simetriqnu taqki A u odnosu na ravan α.

6. [10p] Neka je A : V → V linearni operator takav da je V = KerA⊕ ImA.
Dokazati da je V = KerA2 ⊕ ImA2.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : JUN 1

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. a) [2p] Linearni omotaq Span(v1, v2, ..., vk) vektora vektorskog prostora V je vektorski potprostor
prostora V . Dokazati.
b) [2p] Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.
v) [3p] Definisati inverz matrice A. Izvesti formulu za inverz proizvoǉne matrice A ∈M2(R).
g) [2p] Definisati skalarni proizvod vektorskog prostora V .
d) [1p] Definisati ortogonalni komplement potprostora U unitarnog prostora V .

2. [10p] Elementarnim transformacijama vrsta odrediti inverz matrice A, ukoliko postoji, gde je

A =




1 −1 1 1
−1 1 −1 1
1 1 −1 1
−1 −1 −1 1


 .

3. [10p] Neka je U ≤M2(R) generisan matricama

e1 =

[
2 5
3 1

]
, e2 =

[
3 9
5 1

]
, e1 =

[
2 2
2 2

]
,

i W ≤M2(R) generisan matricama

f1 =

[
3 1
−1 0

]
, f2 =

[
−2 0
2 1

]
, f3 =

[
4 2
0 1

]
.

Na�i bar po jednu bazu za U , W , U +W i U ∩W .

4. a) [5p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−4 −1 5
3 2 −3
−3 −1 4


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
b) [5p] Neka je W vektorski prostor generisan sopstvenim vektorima matrice A. Gram-Xmitovim
postupkom ortogonalizacije odrediti ortonormiranu bazu prostora W u odnosu na standardni
skalarni proizvod u R3.

5. [10p] Odrediti jednaqinu prave q koja sadr�i taqku Q(0,−1,−4) i seqe pravu
p : x+ y + z = 3, 2y − z = 14 pod pravim uglom. Odrediti zatim ravan α koja sadr�i prave p i q.

6. [10p] Dokazati da za sve linearne operatore L na vektorskom prostoru V va�i

KerL ∩ ImL = {0} ⇐⇒ KerL2 = KerL.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : JANUAR 2

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. a) [2p] Definisati bazu i dimenziju vektorskog prostora.
Navesti standardne baze za prostore R3, M2(R) i R3[x].
b) [2p] Linearni omotaq Span(v1, v2, ..., vk) vektora vektorskog prostora V je vektorski potprostor
prostora V . Dokazati.
v) [2p] Neka su A i B sliqne matrice. Dokazati da je detA = detB.
g) [2p] Neka je A ∈M2(R). Dokazati da je tada karakteristiqni polinom ϕA(λ) = λ2 − λtrA+ detA.
d) [2p] Neka su u, v ∈ V proizvoǉni vektori unitarnog prostora V .
Dokazati da je tada ‖u‖2 + ‖v‖2 = 1

2(‖u+ v‖2 + ‖u− v‖2).

2. Dato je linearno preslikavaǌe L : R3 → R3 sa L(x, y, z) = (x− y + z, x− 3z, 2x− y − 2z).
a) [6p] Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na bazu S = {(1, 1, 0), (1, 2, 3), (1, 3, 5)}
prostora R3.
b) [4p] Na�i bar po jednu bazu za KerL i ImL, kao i rang i defekt preslikavaǌa L.

3. [10] Koriste�i Kramerovu teoremu, u zavisnosti od realnog parametra a ∈ R, rexiti sistem

x+ +3z = 1

−3x+ 2y − (8 + a)z = 2− a
2x+ (a− 4)y + z = 1.

4. Dat je vektorski potprostor W = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + 2x2 + x3 = 0} sa standardnim skalarnim
proizvodom iz R4.
a) [6p] Odrediti ortonormiranu bazu i dimenziju prostora W .
b) [1p] Na�i bazu i dimenziju prostora W⊥.
v) [3p] Odrediti ugao i rastojaǌe izme�u vektora v = (1, 2, 3, 4) i W .

5. Date su taqka A(2,−3, 1) i prave p :
x+ 1

3
=
y + 2

−3 =
z − 1

2
i q :

x− 7

2
=
y + 4

−2 =
z − 1

2
.

a) [4p] Odrediti taqku C simetriqnu taqki A u odnosu na pravu q.
b) [6p] Odrediti jednaqinu prave l koja prolazi kroz taqku A i seqe prave p i q.

6. [10p] Neka su U i W razliqiti petodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 7.
Odrediti mogu�e vrednosti za dim(U+W ) i dim(U ∩W ). Navesti primer za svaku od tih vrednosti.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
Ispitni rok : JANUAR 1

Grupe: 1I2A, 1I2B i 1I3B
Vreme rada: 180 min. Sre�no!

1. a) [1p] Definisati direktnu sumu potprostora U,W vektorskog prostora V ;
b) [1p] Definisati jezgro i sliku, rang i defekt linearnog preslikavaǌa L : U → V ;
v) [2p] Formulisati Kramerovu teoremu sistema

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

g) [1p] Definisati skalarni proizvod na vektorskom prostoru V nad poǉem R;
d) [2p] Dokazati da je ortonormiran skup vektora {v1, v2, ..., vk} linearno nezavisan skup.
�) [3p] Definisati vektorski i mexoviti proizvod. Izraqunati povrxinu trougla 4ABC ako
ǌegova temena imaju koordinate A(2021, 2021, 2021), B(2022, 2022, 2022) i C(2020, 2021, 2022)

2. [10p] Neka je U ≤ R3[t] generisan polinomima p1 = t3+2t2+3t+1, p2 = 3t3+5t2+7t, p3 = t3+ t2+ t−2 i
p4 = t3−2t−8 i V ≤ R3[t] generisan polinomima q1 = t3+t2+t−2, q2 = t3+2t2+2t−1 i q3 = 2t3+5t2+5t−1.
Odrediti dimenzije U , V , U + V i U ∩ V i bar po jednu bazu za U i V .

3. Neka je L : R3 → R3 dato sa L(x, y, z) = (x+ y + 2z, x+ z, 2x+ y + 2z).
a) [2p] Dokazati da je L linearno preslikavaǌe.
b) [2p] Odrediti matricu operatora L u odnosu na kanonsku bazu R3.
v) [6p] Dokazati da je operator L invertibilan i na�i formulu za L−1.

4. a) [3p] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




3 0 −2
−9 −1 9
1 0 0


.

b) [4p] Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
v) [2p] Ispitati da li je A dijagonalnog tipa i ako jeste na�i invertibilnu matricu P i dijago-
nalnu D takve da je D = P−1AP .
g) [5p] Na�i An, n ∈ N.

5. a) [3p] Odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i presek pravih q : x+y = 5 i r : 3x−2y = 5 i normalna
je na x-osu.

b) [6p] Ispitati me�usobni polo�aj pravih p : x−3
−1 = y+2

2 = z−1
1 i q :

2x+ y − z = 1
3x− y = 1

.

Ukoliko se seku odrediti koordinate preseqne taqke kao i jednaqinu ravni α koja ih sadr�i, a
ukoliko su mimoilazne odrediti jednaqinu ǌihove zajedniqke normale i rastojaǌe izme�u ǌih.

6. a) [4p] Ako je A ∈Mn(R) regularna matrica, dokazati da je det(adjA) = (detA)n−1.
b) [3p] Neka su A i B invertibilne matrice reda 2022 i neka je detA = 20 i detB = 21.
Izraqunati det(adj(AB−1)).



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2 2021.

1. [10] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.4)

1.1 [1] baza vektorskog prostora;

1.2 [1] jezgro linearnog preslikavaǌa L : V −→ W ;

1.3 [2] karakteristiqni polinom matrice A;

1.4 [2] skalarni proizvod na vektorskom prostoru V nad poǉem R.

1.5 [2] Neka su u, v ∈ V proizvoǉni vektori. Dokazati da je 〈u, v〉 =
1

2
(‖u + v‖2 − ‖u‖2 − ‖v‖2).

1.6 [2] Navesti formulu za rastojaǌe taqke A(x0, y0, z0) od ravni ax + by + cz + d = 0 u R3. Izraqunati
rastojaǌe taqke A(1, 2, 3) od ravni x + y + z − 3 = 0.

2. a) [5] U koordinatnom sistemu Oxy odrediti rastojaǌe taqke A(3, 5) od prave p : 2y − x + 4 = 0, kao i
normalu iz taqke A na pravoj p.

b) [5] U koordinatnom sistemu Oxyz odrediti jednaqinu ravni γ koja sadrжi taqku T (1, 1, 1) i ortogonalna
je na ravnima α : 2x + 3y − 4z + 1 = 0 i β : x − y + z = 0.

3. [10] Odrediti rang matrice A, izraqunati det A i na�i A−1 ako postoji, ako je

A =




1 −1 −3 −2
2 −1 4 3
4 −3 −2 −1

−1 −1 1 3




4. [10] Neka su U i V potprostori vektorskog prostora M2(R) takvi da je

U =

{[
a a
0 b

]
, a, b ∈ R

}
V =

{[
0 0
c c

]
, c ∈ R

}
.

Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju za U , V , U + V , U ∩ V . Da li je M2(R) = U ⊕ V ?

5. [10] Neka je U ≤ R4 potprostor vektorskog prostora R4 koji je generisan vektorima f1 = (1, −1, −3, −5),
f2 = (8, 0, −10, −14), f3 = (−4, 6, 8, 10). Gram–Xmitovim postupkom odrediti bar jednu ortonormiranu bazu
potprostora U .

6. [10] Neka su A, B ∈ Mn(R) matrice, pri qemu je bar jedna od ǌih invertibilna. Dokazati da matrice AB
i BA imaju isti karakteristiqni polinom.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitička geometrija

1. Definisati sledeće pojmove ((a)-(d)):

(a) (1 poen) Ortogonalna baza vektorskog prostora

(b) (1 poen) Minimalni polinom

(c) (1 poen) Nilpotentni operator

(d) (2 poen) Rang i defekt linearnog operatora

(e) (2 poen) Neka su A i B slične matrice. Dokazati da je det(A) = det(B)

(f) (3 poena) Definisati vektorski proizvod. Izračunati površinu trougla ABC ako
njegova temena imaju koordinate A = (1, 1, 0), B = (1, 2, 3) i C = (0, 2, 3).

2. (10 poena) Odrediti tačku Q koja je simetrična tački P (1, 2, 3) u odnosu na ravan
α : x+ y + z + 6 = 0.

3. (10 poena) Rešiti sistem linearnih jednačina nad poljem R:

2x1 + 2x2 − x3 + x4 = 4

4x1 + 3x2 − x3 + 2x4 = 6

8x1 + 5x2 − 3x3 + 4x4 = 12

3x1 + 3x2 − 2x3 + 2x4 = 6.

4. (10 poena) Odrediti karakteristični i minimalni polinom matrice A =



3 −2 1

1 0 1

0 0 2


 .

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A. Ispitati da li je
matrica A slična dijagonalnoj i u slučaju da jeste, naći invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

5. (10 poena) Neka je U = {(x1, x2, x3) ∈ R3 | 2x1 − x2 + 3x3 = 0}.
(a) (5 poena) Dokazati da je U potprostor vektorskog prostora R3.

(b) (5 poena) Ako je W = {(0, 3z, z) ∈ R3 | z ∈ R}, proveriti da li je U ⊕W = R3.

6. (10 poena) Dokazati da za sve linearne operatore L na vektorskom prostoru V važi:

KerL ∩ ImL = {0} ⇐⇒ KerL2 = KerL.

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu



Linearna algrebra i analitička geometrija
JUN 2

1. (10 poena) Definisati sledeće pojmove ((a)-(d)):

(a) (1 poen) Linearna nezavisnost vektora

(b) (1 poen) Simetrična matrica

(c) (1 poen) Jezgro linearnog operatora

(d) (1 poen) Ortonormirana baza unitarnog prostora V

(e) (1 poen) Navesti nejednakost Koši-Švarc-Bunjakovskog

(f) (1 poen) Formulisati Bine-Košijevu teoremu

(g) (1 poen) Navesti formulu za rastojanje između dve mimoilazne prave

(h) (1 poen) Navesti u kom međusobnom položaju mogu biti dve prave u prostoru.

(i) (2 poena) Dokazati da kvadratne matrice A i Aᵀ imaju iste karakteristične poli-
nome

2. (10 poena) Odrediti jednačinu ravni koja sadrži pravu p : x−1
1

= y
2
= z−1

0
i normalna

je na ravan α : x+ y + z + 42 = 0.

3. (10 poena) Neka su a, b, c tri različita realna broja i neka je A =



1 a a2

1 b b2

1 c c2


 .

(a) (5 poena) Dokazati da je det(A) = (b− a)(c− a)(c− b).
(b) (5 poena) Izračunati determinantu matrica A−1, Aᵀ i A2021.

4. (10 poena) Neka je preslikavanje T : M2(R)→M2(R) dato sa

T (A) = A+Aᵀ + tr(A)I.

(a) (5 poena) Dokazati da je T linearno preslikavanje.

(b) (5 poena) Odrediti matricu linearnog preslikavanja T u odnosu na standardnu
bazu prostora M2(R).

5. (10 poena) Neka su dati podskupovi od R3: M = {(x1, x2, x3) | 2x1 + 3x2 − x3 = 0} i
N = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 = 0, 4x1 − 3x2 + 2x3 = 0}. Dokazati da su M i N
potprostori, da je dim(M) = 2 i dim(N) = 1.

6. (10 poena) Dokazati da u unitarnom vektorskom prostoru V za ∀x, y ∈ V važi:

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖

.

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu



Linearna algebra i analitiqka geometrija

jun 2021.

1. [10℄ Definisati slede�e pojmove (1.1-1.4)

1.1 [2℄ linearno preslikava�e L : V −→ W ;

1.2 [2℄ sopstvena vrednost matri
e A ∈ Mn(R);

1.3 [2℄ trag matri
e A ∈ Mn(R);

1.4 [2℄ suma potprostora U, W vektorskog prostora V .

1.5 [2℄ Neka su u, v ∈ V proizvo	ni vektori. Dokazati jednakost paralelograma ‖u+v‖2+‖u−v‖2 = 2(‖u‖2+‖v‖2).

2. [10℄ Neka su p :
x − 1

2
=

y − 3

1
=

z

0
i q : x = 0, y = 0 dve mimoilazne prave. Na�i jednaqinu prave n koja seqe pravu

p i pravu q i normalna je i na p i na q.

3. [10℄ Neka je U ≤ R5
potprostor generisan vektorima f1 = (1, 0, 2, 1, −1) i f2 = (0, 1, −3, 2, 0). Odrediti U⊥ ≤ R5

i

na�i bar jednu �egovu bazu.

4. [10℄ Odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matri
e A =




1 6 7
0 3 3
0 −6 −6



. Da li je matri
a A sliqna

dijagonalnoj? Ako jeste, odrediti invertibilnu matri
u P i dijagonalnu matri
u D takve da je D = P−1AP i

izraqunati An
, n ∈ N.

5. [10℄ Rexiti sistem linearnih jednaqina Kramerovim metodom:

x+2y− z = 1

2x+3y+2z = 1

5x+8y+2z = 2

6. [10℄ Neka je A ∈ Mn(R). Dokazati da je det(adjA) = (det A)n−1
.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algrebra i analitička geometrija
JANUAR 2

1. (a) (1 poen) Definisati vektorski proizvod.

(b) (2 poena) Definisati bazu vektorskog prostora. Navesti dimenziju i bar jednu
bazu za prostor matrica formata 2× 3.

(c) (2 poena) Definisati linearno preslikavanje i navesti primer ne-nula linearnog
preslikavanja.

(d) (1 poen) Neka su A i B slične matrice, dokazati da je det(A) = det(B).

(e) (2 poena) Definisati karakteristični polinom i navesti Kejli-Hamiltonovu teoremu.

(f) (1 poen) Definisati ortogonalni komplement potprostora L unitarnog prostora

(g) (1 poen) Neka su u i v međusobno ortogonalni vektori. Dokazati da je ‖u‖2 +
‖v‖2 = ‖u+ v‖2 (Pitagorina teorema)

2. (10 poena) Odrediti realan broj m tako da se prave l1 : x−1
2

= y+1
−1

= z+3
m

i l2 :

x + y − z + 1 = 0, 2x − y − z = 0 seku. U tom slučaju odrediti koordinate presečne
tačke i jednačinu ravni koju određuju te dve prave.

3. (10 poena) Odrediti karakteristični i minimalni polinom matrice A =



−2 −3 −3
−5 4 −5
11 3 12


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A. Ispitati da li je
matrica A slična dijagonalnoj i u slučaju da jeste, naći invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

4. (10 poena) Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (1, 1, 1, 1),
f2 = (1, 1, 2, 4) i f3 = (1, 2,−4,−3). Gram-Šmitovim postupkom ortogonalizacije
odrediti ortonormiranu bazu za V .

5. (10 poena) Neka je V = {f |f : R → R} prostor realnih funkcija i neka su redom
dati skupovi parnih i neparnih funkcija na R. M = {f ∈ V |f(t) = f(−t), ∀t ∈ R} i
N = {f ∈ V |f(t) = −f(−t),∀t ∈ R}. Dokazati da su M i N potprostori od V , da je
M ∩N = {0} i M ⊕N = V .

6. Dokazati:

(a) (6 poena) tr(AB) = tr(BA), gde je A proizvoljna matrica tipa m × n i B

proizvoljna matrica tipa n×m.

(b) (4 poena) tr(BAB−1) = tr(A), gde su A i B proizvoljne matrice tipa n × n i B
regularna.

Matematički fakultet, Univerzitet u Beogradu 12.02.2021.



Linearna algebra i analitiqka geometrija

januar 2021.

1. [10℄ Definisati slede�e pojmove (1.1-1.5)

1.1 [2℄ skalarni proizvod i ortogonalnost vektora

1.2 [2℄ sliqnost matri
a i matri
a dijagonalnog tipa

1.3 [2℄ linearna nezavisnost vektora i baza vektorskog prostora V

1.4 [1℄ linearni omotaq skupa vektora S = {v1, v2, . . . , vn} ⊂ V

1.5 [1℄ jezgro linearnog preslikava�a L : V −→ W

1.6 [2℄ Neka je V vektorski prostor i U, W ≤ V potprostori vektorskog prostora V . Dokazati da je suma pot-

prostora U + W direktna (svaki element v ∈ U + W se mo�e na jedinstven naqin rastaviti kao v = u + w, za
neke u ∈ U i w ∈ W ) ako i samo ako je U ∩ W = ∅.

2. [10℄ Neka je U potprostor vektorskog prostora R5
generisan vektorima u1 = (1, 3, −1, 0, 2), u2 = (−1, −2, 4, 1, 0)

i u3 = (2, 5, −5, −1, 2) i neka je W potprostor vektorskog prostora R5
generisan vektorima v1 = (1, 1, −1, 2, −3),

v2 = (2, 3, 1, 5, −4) i v3 = (−1, 0, 4, −1, 5). Odrediti bar jednu bazu i dimenziju vektorskih prostora U , W , U + W
i U ∩ W . Da li je suma U + W direktna?

3. [10℄ Neka je operator L : R4 −→ R4
dat sa L(a, b, c, d) = (a + d, b − c, a + b, d). Dokazati da je L linearan operator i

odrediti �egovo jezgro i sliku. Na�i matri
u operatora L u bazi E = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)}.

4. [10℄ Neka je U skup rexe�a jednaqine x + 2y − z − t = 0. Dokazati da je U potprostor vektorskog prostora R4

i na�i neku �egovu bazu. Gram{Xmitovim postupkom ortogonaliza
ije od date baze napraviti ortogonalnu bazu

potprostora U , koriste�i standardni skalarni proizvod u R4
.

5. [10℄ Neka su u ravni date prave p : x−1
2 = y−2

1 i q : y = 2x. Odrediti jednaqinu prave n koja sadr�i taqku preseka

pravih p i q i normalna je na pravoj r : x + 3y − 1 = 0.

6. [10℄ Neka je A : V −→ V linearni operator takav da je V = KerA ⊕ Im A. Dokazati da je V = KerA2 ⊕ Im A2
.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 3 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Trag matrice.

1.2 Sopstvena vrednost linearnog operatora L : V → V .

1.3 Skalarni proizvod vektorskog prostora.

1.4 Linearni omotaq skupa vektora {v1, v2, . . . , vk} vektorskog prostora V je vektorski potprostor od V . Dokazati.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−4 0 6

6 2 −6
−3 0 5


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

3. [5] Neka su U i V vektorski potprostori vektorskog prostora R4[x] = {a+ bx+ cx2 + dx3|a, b, c, d ∈ R}, takvi da je
U = Ω(u1, u2) i V = Ω(v1, v2, v3), gde je u1 = 2x3 + 2x, u2 = x2 + 1, v1 = x3 +x2 +x+ 1, v2 = x3 +x i v3 = 1. Odrediti
bar po jednu bazu i dimenziju za U, V, U + V,U ∩ V

4. [5] Odrediti me�usobni polo�aj pravih p :
x− 2

1
=
y − 2

0
=
z − 2

−1
i q : 2x = y, 3x = z.

5. [5] Odrediti ortogonalnu projekciju taqke A(0, 1, 0) kao i ortogonalnu projekciju prave p :
x− 1

1
=
y − 1

0
=
z + 1

−1
na ravan α : x− z = 4

6. [5] Neka su U i W razni sedmodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 9. Odrediti mogu�e
vrednosti za dimU ∩W . Navesti primer za svaku od vrednosti.

SRE�NO!

Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 3 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Trag matrice.

1.2 Sopstvena vrednost linearnog operatora L : V → V .

1.3 Skalarni proizvod vektorskog prostora.

1.4 Linearni omotaq skupa vektora {v1, v2, . . . , vk} vektorskog prostora V je vektorski potprostor od V . Dokazati.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−4 0 6

6 2 −6
−3 0 5


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

3. [5] Neka su U i V vektorski potprostori vektorskog prostora R4[x] = {a+ bx+ cx2 + dx3|a, b, c, d ∈ R}, takvi da je
U = Ω(u1, u2) i V = Ω(v1, v2, v3), gde je u1 = 2x3 + 2x, u2 = x2 + 1, v1 = x3 +x2 +x+ 1, v2 = x3 +x i v3 = 1. Odrediti
bar po jednu bazu i dimenziju za U, V, U + V,U ∩ V

4. [5] Odrediti me�usobni polo�aj pravih p :
x− 2

1
=
y − 2

0
=
z − 2

−1
i q : 2x = y, 3x = z.

5. [5] Odrediti ortogonalnu projekciju taqke A(0, 1, 0) kao i ortogonalnu projekciju prave p :
x− 1

1
=
y − 1

0
=
z + 1

−1
na ravan α : x− z = 4

6. [5] Neka su U i W razni sedmodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 9. Odrediti mogu�e
vrednosti za dimU ∩W . Navesti primer za svaku od vrednosti.

SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2 2020.

1. [5]

a) Definisati vektorski prostor i vektorski potprostor.

b) Navesti Grasmanovu formulu.

v) Definisati skalarni proizvod.

g) Ako je jezgro linearnog operatora L : V → V trivijalno, tada je L injekcija. Dokazati.

d) Ako su nenula vektori {v1, v2, . . . , vk} ortogonalni, oni su i linearno nezavisni. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




7 4 −14
16 7 −28
8 4 −15


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Neka je V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 − x4 = 0, 3x1 − x2 − x3 = 0} Gram-Xmitovim postupkom
ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. [5] Odrediti jednaqine simetrala uglova izme�u pravih p : x = 3 i q : 2x− y = 5.

5. [5] Date su taqka L(2, 0, 2) kao i prave p : x−1
1 = y

1 = z
0 i q : x−3

0 = y
1 = z−4

0 .

a) Odrediti me�usobni polo�aj pravih p i q.

b) Odrediti pravu koja sadr�i taqku L i seqe prave p i q.

6. [5] Neka je L : Rn → Rn, n ∈ N linearno preslikava�e. Ako je k prirodan broj za koji je ImLk = ImLk+1, tada je
ImLk+1 = ImLk+2. Dokazati. Navesti primer preslikava�a L i prirodnog broja k za n = 2.

SRE�NO!

Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2 2020.

1. [5]

a) Definisati vektorski prostor i vektorski potprostor.

b) Navesti Grasmanovu formulu.

v) Definisati skalarni proizvod.

g) Ako je jezgro linearnog operatora L : V → V trivijalno, tada je L injekcija. Dokazati.

d) Ako su nenula vektori {v1, v2, . . . , vk} ortogonalni, oni su i linearno nezavisni. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




7 4 −14
16 7 −28
8 4 −15


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Neka je V = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x1 + x2 + x3 − x4 = 0, 3x1 − x2 − x3 = 0} Gram-Xmitovim postupkom
ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. [5] Odrediti jednaqine simetrala uglova izme�u pravih p : x = 3 i q : 2x− y = 5.

5. [5] Date su taqka L(2, 0, 2) kao i prave p : x−1
1 = y

1 = z
0 i q : x−3

0 = y
1 = z−4

0 .

a) Odrediti me�usobni polo�aj pravih p i q.

b) Odrediti pravu koja sadr�i taqku L i seqe prave p i q.

6. [5] Neka je L : Rn → Rn, n ∈ N linearno preslikava�e. Ako je k prirodan broj za koji je ImLk = ImLk+1, tada je
ImLk+1 = ImLk+2. Dokazati. Navesti primer preslikava�a L i prirodnog broja k za n = 2.

SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2020.

1. [5]

1.1 Definisati Dekartov proizvod dva skupa.

1.1 Definisati determinantu.

1.2 Definisati sopstveni vektor linearnog operatora L : V → V .

1.3 Definisati skalarni proizvod.

1.4 Definisati inverz matrice. Izvesti formulu za inver proizvo	ne kvadratne matrice reda 2.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−3 −6 6
−3 −3 3
−3 −6 6


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Dat je unitarni potprostor matrica

[
x y
z t

]
rexe�a jednaqine x + y + z − 2t = 0, sa skalarnim proizvodom

[
x y
z t

] [
a b
c d

]
= ax+ by + cz + dt.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora v =

[
0 0
1 −3

]
na prostor W , rastoja�e

vektora v od vektorskog prostora W , kao i ugao izme�u v i W .

4. [5] Odrediti jednaqinu tangente na krug x2 + y2 − 4x− 2y + 3 = 0 u taqki (3, 2).

5. [5] Odrediti rastoa�e izme�u paralelnih ravni x+ 2y − z + 3 = 0 i −x− 2y + z − 15 = 0.

6. [5] Ako su A i B kvadratne matrice reda n ∈ N takve da je AB = 0, dokazati da je ρ(A) + ρ(B) ≤ n. Dokazati da
za datu kvadratnu matricu A reda n i ranga ma�eg od n, postoji matrica B takva da je AB = 0 i ρ(A) + ρ(B) = n.

SRE�NO!

Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2020.

1. [5]

1.1 Definisati Dekartov proizvod dva skupa.

1.1 Definisati determinantu.

1.2 Definisati sopstveni vektor linearnog operatora L : V → V .

1.3 Definisati skalarni proizvod.

1.4 Definisati inverz matrice. Izvesti formulu za inver proizvo	ne kvadratne matrice reda 2.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−3 −6 6
−3 −3 3
−3 −6 6


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Dat je unitarni potprostor matrica

[
x y
z t

]
rexe�a jednaqine x + y + z − 2t = 0, sa skalarnim proizvodom

[
x y
z t

] [
a b
c d

]
= ax+ by + cz + dt.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora v =

[
0 0
1 −3

]
na prostor W , rastoja�e

vektora v od vektorskog prostora W , kao i ugao izme�u v i W .

4. [5] Odrediti jednaqinu tangente na krug x2 + y2 − 4x− 2y + 3 = 0 u taqki (3, 2).

5. [5] Odrediti rastoa�e izme�u paralelnih ravni x+ 2y − z + 3 = 0 i −x− 2y + z − 15 = 0.

6. [5] Ako su A i B kvadratne matrice reda n ∈ N takve da je AB = 0, dokazati da je ρ(A) + ρ(B) ≤ n. Dokazati da
za datu kvadratnu matricu A reda n i ranga ma�eg od n, postoji matrica B takva da je AB = 0 i ρ(A) + ρ(B) = n.

SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Trag matrice.

1.2 Sopstvena vrednost linearnog operatora L : V → V .

1.3 Skalarni proizvod vektorskog prostora.

1.4 Linearni omotaq skupa vektora {v1, v2, . . . , vk} vektorskog prostora V je vektorski potprostor od V . Dokazati.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




14 15 −15
−5 −6 5
5 5 −6


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexe�a jednaqine 2x− y + 3z = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora v = (5,−3, 5, 10) na prostor W , rastoja�e
vektora v od vektorskog prostora W , kao i ugao izme�u v i W .

4. [5] Odrediti jednaqinu prave koja je paralelna ravni 2x − y − 3z + 2019 = 0, sadr�i taqku (1, 1, 1) i seqe pravu
x− 2

2
=

y

0
=

z − 2

−3 .

5. [5] Odrediti formule refleksije u odnosu na pravu l : x+3y−5 = 0, kao i sliku kru�nice x2+y2−4x−2y+4 = 0.

6. [5] Ako je KerL2 = KerL, tada je KerL ∩ ImL = {0}. Dokazati.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!

Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Trag matrice.

1.2 Sopstvena vrednost linearnog operatora L : V → V .

1.3 Skalarni proizvod vektorskog prostora.

1.4 Linearni omotaq skupa vektora {v1, v2, . . . , vk} vektorskog prostora V je vektorski potprostor od V . Dokazati.

1.5 Sliqne matrice imaju isti karakteristiqni polinom. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




14 15 −15
−5 −6 5
5 5 −6


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexe�a jednaqine 2x− y + 3z = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalnu projekciju i ortogonalnu dopunu vektora v = (5,−3, 5, 10) na prostor W , rastoja�e
vektora v od vektorskog prostora W , kao i ugao izme�u v i W .

4. [5] Odrediti jednaqinu prave koja je paralelna ravni 2x − y − 3z + 2019 = 0, sadr�i taqku (1, 1, 1) i seqe pravu
x− 2

2
=

y

0
=

z − 2

−3 .

5. [5] Odrediti formule refleksije u odnosu na pravu l : x+3y−5 = 0, kao i sliku kru�nice x2+y2−4x−2y+4 = 0.

6. [5] Ako je KerL2 = KerL, tada je KerL ∩ ImL = {0}. Dokazati.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Determinanta.

1.2 Sopstveni vektor linearnog operatora L : V → V .

1.3 Ortogonalna matrica.

1.4 Neka su u i v vektori vektorskog prostora V u kom je definisan skalarni proizvod < ·, · >: V × V → R.
Izvesti (i dokazati) formulu za du�inu ortogonalne projekcije vektora v na vektor u.

1.5 Ako su vektori {v1, v2, . . . , vk} nenula ortogonalni, oni su i linearno nezavisni. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−2 4 −3
−2 7 −6
−2 8 −7


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (−1, 1, 1,−1), f2 = (3,−1,−1, 3) i f3 = (−5,−1, 1,−7).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. [5] Odrediti jednaqinu prave l koja sadr�i taqku L(0,−1,−4) i seqe pravu p : x+ y+ z − 3 = 0, 2y− z − 14 = 0 pod
pravim uglom.

5. [5] Odrediti formule homotetije sa koeficijentom −3 u odnosu na taqku S(1,−2), kao i sliku kru�nice x2 + y2−
4x− 2y + 4 = 0.

6. [5] Neka je A ∈Mn(R) inverzibilna matrica reda n. Dokazati da je det(adjA) = (detA)n−1.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!

Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2020.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

1.1 Determinanta.

1.2 Sopstveni vektor linearnog operatora L : V → V .

1.3 Ortogonalna matrica.

1.4 Neka su u i v vektori vektorskog prostora V u kom je definisan skalarni proizvod < ·, · >: V × V → R.
Izvesti (i dokazati) formulu za du�inu ortogonalne projekcije vektora v na vektor u.

1.5 Ako su vektori {v1, v2, . . . , vk} ortogonalni, oni su i linearno nezavisni. Dokazati.

2. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =



−2 4 −3
−2 7 −6
−2 8 −7


.

Zatim odrediti sopstvene vrednosti i sopstvene vektore matrice A.
Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu matricu P i
dijagonalnu D tako da je D = P−1AP . Odrediti formulu za An, n ∈ N.

3. [5] Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (−1, 1, 1,−1), f2 = (3,−1,−1, 3) i f3 = (−5,−1, 1,−7).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. [5] Odrediti jednaqinu prave l koja sadr�i taqku L(0,−1,−4) i seqe pravu p : x+ y+ z − 3 = 0, 2y− z − 14 = 0 pod
pravim uglom.

5. [5] Odrediti formule homotetije sa koeficijentom −3 u odnosu na taqku S(1,−2), kao i sliku kru�nice x2 + y2−
4x− 2y + 4 = 0.

6. [5] Neka je A ∈Mn(R) inverzibilna matrica reda n. Dokazati da je det(adjA) = (detA)n−1.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
kolokvijum 2019.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.4)

a) Baza vektorskog prostora.

b) Izomorfizam vektorskih prostora.

v) Rang linearnog preslikava�a.

g) Direktna suma vektorskih potprostora vektorskog prostora V .

d) Dokazati da je suma U +W direktna ako i samo ako je U ∩W = {0}.
2. ([5]) U zavisnosti od realnog parametra λ rexiti sistem:

2x + 5y + z + 3t = 2
4x + 6y + 3z + 5t = 4
4x + 14y + z + 7t = 4
2x − 3y + 3z + λt = 7.

3. [5] Neka su U = {p ∈ R3[x]|p(0) + p(1) = 0} i W = {p ∈ R3[x]|p(1) + p′(1) = 0}, gde
je R3[x] - vektorski prostor svih polinoma stepena 2 i ma�eg.

a) Dokazati da su U i W vektorski potrpostori od R3[x].

b) Odrediti bar po jednu bazu, kao i dimenziju prostora U i W .

v) Ispitati da li je R3[x] = U +W . Da li je suma direktna.

4. [5] Neka je L : R4 → R3 linearno preslikava�e definisano sa
L(x, y, z, t) = (x− y + z − t, 2x− y − z + 2t, 3x− z − t).
Odrediti matricu preslikava�a L u odnosu na par kanonskih baza vektorskih
prostora R4 i R3. Odrediti rang, defekt i neke baze jezgra i slike preslikava�a
L.

5. [5] Neka je data matrica A =




0 1 α + 1 −1
0 α 6 −2
0 −1 −3 α− 1

2019 12 14 2020


.

a) Izraqunati detA.

b) Odrediti rang matrice A u zavisnosti od realnog parametra α.

v) Za koje α matrica A ima inverz?

6. [5] Neka su U i W razni qetvorodimenzioni potprostori vektorskog prostora V
dimenzije 5. Odrediti dimenziju za U + W i U ∩ W . Obrazlo�iti i navesti
primer u R5.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
kolokvijum 2019.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.3)

a) Injekcija ili '1-1' preslikava�e.

b) Vektorski prostor i vektorski potprostor.

v) Linearna nezavisnost skupa vektora B = {v1, v2, . . . , vn} nad po	em R.
g) Navesti Grasmanovu formulu.

d) Ako je jezgro linearnog operatora L : V → V trivijalno, tada je L injekcija. Dokazati.

2. [5] Neka je U = L(e1, e2, e3), gde je:

e1 = (1, 1, 1, 1)
e2 = (−1, 2, 0, 5)
e3 = (4, 1, 3, −2)

i neka je W skup rexe�a sustema linearnih jednaqina

x + 3y + z + 5t = 0
x + 2y + 3t = 0
2x + 5y + z + 8t = 0
3x + 5y − z + 7t = 0.

Odrediti neku bazu i dimeniziju prostora U,W,U +W i U ∩W .

3. [5] Neka je A =

[
1 1
2 3

]
i neka je U skup svih matrica X za koje va�i AX = XAT

a) Dokazati da je U jedan vektorski potprostor prostora M2(R).
b) Odrediti bar jednu bazu i dimenziju prostora U .

v) Neka je W =

{[
0 p
0 q

]
| p, q ∈ R

}
. Ispitati da li je M2(R) = U ⊕W .

4. [5] Neka je dato preslikava�e L : R3 → R3 definisano sa

L(x, y, z) = (x+ 2y + 8z, x+ 3y + 7z, 2x+ 4y + 15z).

a) Dokazati da je preslikava�e L linearni operator vektorskog prostora R3.

b) Odrediti rang, defekt i neke baze jezgra i slike operatora L.

v) Ispitati da li je operator L invertibilan i ako jeste, odrediti matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku
bazu e prostora R3.

5. [5] Neka je data matrica A =




1 1 1 2
3 −3 4 3
0 α+ 1 2 α− 5
1 −42 0 α2 + 4


.

a) Izraqunati detA.

b) Odrediti rang matrice A u zavisnosti od realnog parametra α.

v) Za koje α matrica A ima inverz?

6. [5] Neka su vektori u, v i w linearno nezavisni vektori vektorskog prostora V . Ispitati da li su u+2v+3w, 2u+
3v + 8w, u+ 2v + 4w linearno nezavisni.

Vreme za rad je 180 minuta.
SRE�NO!



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2019.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.7)

1.1 [0,3] Potprostor vektorskog prostora.

1.2 [0,3] Trag matrice.

1.3 [0,5] Norma vektora u euklidskom vektorskom prostoru (dat je skalarni proizvod 〈·, ·〉).
1.4 [0,3] Inverz matrice.

1.5 [0,5] Sopstvena vrednost linearnog operatora L : V −→ V .

1.6 [0,3] Ortogonalnost vektora.

1.7 [0,4] Rang linearnog operatora L : V −→ V .

1.8 [0,7] Formulisati Gram{Xmitovu teoremu o ortogonalizaciji.

1.9 [0,7] Formulisati Kejli{Hamiltonovu teoremu.

1.10 [1,0] Neka je V vektorski prostor nad po	em R, A : V −→ V linearni operator, λ ∈ R i U = {x ∈ V | Ax = λx}
podskup skupa V . Dokazati da je U potprostor vektorskog prostora V .

2. [4] Rexiti sistem jednaqina:

x+ 3y−2z+4t = 1

2x+ 7y−5z+7t = 0

3x+10y−6z+8t = 3

x+ 6y−7z+8t =−1

3. [4] Neka su U i V potprostori vektorskog prostora M2(R) takvi da je

U =

{[
a a
0 b

]
, a, b ∈ R

}
V =

{[
0 0
c c

]
, c ∈ R

}
.

Odrediti bar po jednu bazu i dimenziju za U , V , U + V , U ∩ V . Da li je M2(R) = U ⊕ V ?

4. [4] Neka je data matrica

A =



−4 7 3
−6 12 6
6 −13 −7


 .

Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A. Ako postoje, na�i invertibilnu matricu P i dija-
gonalnu matricu D takve da je D = P−1AP .

5. [4] Neka je U ≤ R4 skup svih rexe�a sistema jednaqina

2x+3y−z− t =0

x−2y−z+2t =0.

Na�i bazu za U⊥.

6. a) [2] U koordinatnom sistemu Oxy odrediti rastoja�e taqke A(3, 5) od prave p : 2y − x + 4 = 0, kao i normalu
iz taqke A na pravoj p.

b) [2] U koordinatnom sistemu Oxyz odrediti jednaqinu ravni γ koja sadr�i taqku T (1, 1, 1) i ortogonalna je na
ravnima α : 2x+ 3y − 4z + 1 = 0 i β : x− y + z = 0.

7. [5] Neka su A,B ∈ Mn(R) matrice, pri qemu je bar jedna od �ih invertibilna. Dokazati da matrice AB i BA
imaju isti karakteristiqni polinom.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija, tok 1i2
jun 1 2019.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.8)

1.1 [0,3] Ortogonalnost dva ne-nula vektora u i v unitarnog prostora V .

1.2 [0,3] Jediniqni vektor.

1.3 [0,5] Linearni omotaq skupa S ⊆ V , gde je V vektorski prostor.

1.4 [0,4] Sliku linearnog operatora A : V −→W .

1.5 [0,6] Sopstveni potprostor linearnog operatora A : V −→ V .

1.6 [0,3] Direktnu sumu U i W , U,W ≤ V , gde je V vektorski prostor.

1.7 [0,4] Sliqnost matrica A i B.

1.8 [0,5] Standardni skalarni proizvod u Rn.
1.9 [0,7] Formulisati Kejli{Hamiltonovu teoremu.

1.10 [1,0] Neka su A i B sliqne matrice i φA(λ), φB(λ) �ihovi karakteristiqni polinomi. Dokazati da je

φA(λ) = φB(λ).

2. [4] Rexiti sistem jednaqina:

x+ 2y+ 3z+ 4t = 0

7x+14y+20z+27t = 0

5x+10y+16z+19t =−2
3x+ 5y+ 6z+13t = 5.

3. [4] Odrediti bar jednu bazu jezgra i slike linearnog operatora L : R3 → R4 zadatog sa

L(a, b, c) = (3a− b+ 2c,−a− b+ c, 2a− 2b+ 3c, a− 3b+ 4c).

4. [4] Neka je data matrica

A =




3 −5 4
2 −8 8
2 −9 11


 .

Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A kao i det(A). Ako postoje, na�i invertibilnu matricu
P i dijagonalnu matricu D takve da je D = P−1AP .

5. [4] Dokazati da je sa u ◦ v = u1v1 +5u2v2− 2u1v2− 2u2v1, gde je u = (u1, u2) i v = (v1, v2), definisan jedan skalarni
proizvod na R2.

6. a) [2] U koordinatnom sistemu Oxy odrediti jednaqinu prave p koja sadr�i taqku A(1, 2019) a sa pravom q :
x+ y + 4 = 0 zaklapa ugao π

4 .

b) [2] U koordinatnom sistemu Oxyz odrediti jednaqinu ravni π koja sadr�i pravu r : x−1
1 = y−2

2
z−3
3 i paralelna

je sa pravom t koja se nalazi u preseku ravni α : x+ y + z = 5 i β : 3x− 2y − z = 0.

7. [5] Operator A : V → V je nilpotentan ukoliko postoji n ∈ N takav da je An = 0. Ako su A i B nilpotentni
operatori takvi da je AB = BA pokazati:

a) [2] Operator AB je nilpotentan.

b) [3] Operator A+B je nilpotentan.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2019.

1. [5] Definisati slede�e pojmove (1.1-1.7)

1.1 [0,3] Ugao izme�u dva ne-nula vektora u i v unitarnog prostora V .

1.2 [0,3] Sumu U + V , gde su U i V potprostori vektorskog prostora W .

1.3 [0,5] Minimalni polinom matrice A ∈Mn(R).
1.4 [0,3] Defekt linearnog operatora A : V −→ V .

1.5 [0,5] Sopstveni vektor linearnog operatora A : V −→ V .

1.6 [0,3] Ortogonalni komplement potprostora L unitarnog prostora V .

1.7 [0,4] Bilinearni funkcional(ili forma) nad C.
1.8 [0,7] Navesti nejednakost Koxi{Xvarc{Bu�akovskog.

1.9 [0,7] Formulisati Bine{Koxijevu teoremu.

1.10 [1,0] Neka su A i B sliqne matrice, dokazati da je det(A) = det(B).

2. [4] Rexiti sistem jednaqina:

x+ 2y− 1z− 5t =−3
1x+ 3y− 4z− t =−1
−5x−13y+15z+11t = 19

4x+12y−14z− 8t = 6.

3. [4] Date su baze f = [(1, 0, 1), (2, 1, 2), (−1,−1,−2)] i e = [(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)] prostora R3. Odrediti matricu
prelaska P sa baze e na bazu f kao i koordinate vektora v u bazi f ukoliko su [v]e = (1, 1, 1) �egove koordinate u
bazi e.

4. [4] Neka je data matrica

A =




3 0 −2
1 1 −1
4 0 −3


 .

Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A. Ako postoje, na�i invertibilnu matricu P i dija-
gonalnu matricu D takve da je D = P−1AP .

5. [4] Neka je U = L(f1, f2, f3) potprostor prostora R4 i f1 = (1, 0, 1,−1), f2 = ( 43 , 2,
1
3 ,− 1

3 ), f3 = (1, 0, 0, 1). Odrediti
bar jednu ortonormiranu bazu prostora U .

6. a) [2] U koordinatnom sistemu Oxy odrediti jednaqinu prave q koja sadr�i taqku A(1, 1) i koja je ortogonalna
na pravu p : 2x− 3y + 4 = 0.

b) [2] U koordinatnom sistemu Oxy odrediti jednaqinu parabole P qija je �i�a F (2, 2), a direktrisa prava
d : x+ y − 1 = 0.

7. [5] Dat je linearni operator A : V → V .

a) [3] Neka su v1 i v2 sopstveni vektori koji redom odgovaraju sopstvenim vrednostima λ1 6= λ2 operatora A.
Dokazati da v1 + v2 nije sopstveni vektor operatora A.

a) [2] Neka su λ1, . . . , λk (dimA ≥ k ≥ 2) me�usobno razliqite sopstvene vrednosti operatora A, a v1, . . . , vn
odgovaraju�i sopstveni vektori. Dokazati da vektor v = v1 + · · ·+ vk nije sopstveni vektor operatora A.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija

januar 2019.

1. [5℄ Definisati slede�e pojmove (1.1-1.7)

1.1 [0,3℄ Potprostor vektorskog prostora.

1.2 [0,3℄ Moniqan polinom.

1.3 [0,5℄ Permuta
ija skupa {1, 2, . . . , n}.
1.4 [0,3℄ Generatrisa vektorskog prostora.

1.5 [0,5℄ Sopstvena vrednost linearnog operatora A : V −→ V .

1.6 [0,3℄ Skalarni proizvod na vektorskom prostoru V nad po	em R.
1.7 [0,4℄ Karakteristiqni polinom matri
e A ∈ Mn(R).

1.8 [0,7℄ Formulisati Gram{Xmitovu teoremu o ortogonaliza
iji.

1.9 [0,7℄ Formulisati Kejli{Hamiltonovu teoremu.

1.10 [1,0℄ Neka su u, v meÆusobno ortogonalni vektori. Dokazati da je ‖u‖2 + ‖v‖2 = ‖u+ v‖2
(Pitagorina teorema).

2. [4℄ Rexiti sistem jednaqina:

x+3y−2z+ t = −3

−2x−5y+ z− t = 6

−x−2y+ z−4t =−15

x+3y− z− t = −2.

3. [4℄ Neka su U i V potprostori vektorskog prostora R4[X ] = {a+bx+cx2+dx3| a, b, c, d ∈ R} takvi da je U = L(u1, u2)
i V = L(v1, v2, v3), gde je u1 = x + 1, u2 = x3 − x, v1 = 2, v2 = x3 − x2

i v3 = x2 + x3
. Odrediti bar po jednu bazu i

dimenziju za U , V , U + V , U ∩ V .

4. [4℄ Neka je data matri
a

A =




9 −3 2
8 −2 2

−16 6 −3


 .

Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matri
e A. Ako postoje, na�i invertibilnu matri
u P i dija-

gonalnu matri
u D takve da je D = P−1AP .

5. [4℄ Dati su vektori v1 = (3, 4, 0), v2 = (3, 4, 1), v3 = (1, 1, 0). Odrediti rastoja�e vektora v3 do potprostora

V = L(v1, v2), kao i ugao θ = ∡(v3, V ).

6. a) [2℄ U koordinatnom sistemu Oxy odrediti koordinate taqke B koja je simetriqna taqki A(−1, 2) u odnosu na

pravu p : x − y + 1 = 0.

b) [2℄ U koordinatnom sistemu Oxyz odrediti jednaqinu prave l koja sadr�i taqku A(3, 0, 0), paralelna je ravni
α : x − y + 1 = 0 i seqe pravu p : x−6

1 = y−3
0 = z−1

1 .

7. [5℄ Neka je A : V −→ V linearni operator i neka je U ≤ V potprostor vektorskog prostora V .

a) Ako je A(U) = U i dim U = 1, dokazati da je U sopstveni potprostor operatora A.

b) Ako je B : V −→ V linearni operator takav da je AB = BA i ako je U ≤ V sopstveni potprostor operatora

A, dokazati da je B(U) = U .

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija

kolokvijum 2018.

1. [5℄ Definisati slede�e pojmove (1.1-1.7)

1.1 [0,3℄ Dekartov proizvod dva skupa.

1.2 [0,3℄ Surjek
ija ili 'na' preslikava�e.

1.3 [0,5℄ Dimenzija vektorskog prostora.

1.4 [0,3℄ Linearna nezavisnost skupa vektora B = {v1, v2, . . . , vn} nad po	em C.
1.5 [0,5℄ Linearni funk
ional.

1.6 [0,3℄ Jezgro linearnog operatora.

1.7 [0,4℄ Rang matri
e A ∈ Mm×n(R).

1.8 [0,7℄ Navesti formulu za rastoja�e mimoilaznih pravih u R3
.

1.9 [0,7℄ Navesti Grasmanovu formulu.

1.10 [1,0℄ Dokazati da je suma U + V direktna ako i samo ako je U ∩ V = {0}.

2. [5℄ Rexiti sistem jednaqina:

x−2y+2z− t =5

3x−5y+ z+4t =6

2x−3y−2z+2t =7

x−3y+9z−2t =2

3. [5℄ Neka je V = {p(x) ∈ R4[X ]| p(0) = p(1), p(−1) + p(1) = 0}.

a) Dokazati da je V vektorski potprostor vektorskog prostora R4[X ].

b) Odrediti dim V .

v) Neka je W = L(−x2 + x + 1, x). Ispitati da li je R4[X ] = V ⊕ W .

4. [5℄ Neka su dati vektori u1 = (1, 2, 3), u2 = (1, 1, 1), u3 = (1, 0, 0).

a) Dokazati da je [u1, u2, u3] baza vektorskog prostora R3
.

b) Odrediti koordinate vektora v = (1, −1, 2) u bazi [u1, u2, u3].

v) Neka je A =

[
−2 0 1
−1 2 3

]
matri
a linearnog preslikava�a L : R3 −→ R2

u odnosu na baze [u1, u2, u3] i

[e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)] prostora R3
i R2

. Odrediti sliku vektora v iz dela pod b) pri preslikava�u L.

g) Odrediti rang preslikava�a L iz dela pod v).

5. [5℄ Neka je data matri
a A =




1 −1 0 1
−1 2 3 −1
2 1 10 0

−2 6 14 −5


.

a) Odrediti AT
i A−1

.

b) Izraqunati detA.

v) Odrediti rang matri
e A.

6. [5℄ Neka je A : V −→ V linearni operator takav da je V = KerA ⊕ Im A.

a) Dokazati da je KerA ⊆ KerA2
.

b) Dokazati da je KerA2 = KerA.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
kolokvijum 2018.

1. [5] Rexiti sistem jednaqina:

x+ y+2z− 6t =10

2x+3y+8z−16t =27

3x+2y+8z−16t =26

x+2y+4z−10t =17

2. [5] Neka je V =
{[

a 3a − b
2a b

]
| a, b ∈ R

}
.

a) Dokazati da je V vektorski potprostor vektorskog prostora M2(R).

b) Neka su U =
{[

a 3a
2a 0

]
| a ∈ R

}
i W =

{[
0 −b
0 b

]
| b ∈ R

}
. Dokazati da su U i W vektorski

potprostori prostora V . Odrediti dim U i dim W .

v) Da li je V = U ⊕ W? Odgovor obrazloжiti.

3. [5] Neka je e = [(1, −1, 2, 3, −3), (2, −3, 4, −4, −5), (−1, −2, 4, 9, 4)] baza vektorskog potprostora U ≤ R5 i f =
[(1, 2, −3, −1, −2), (−1, −1, 3, 11, 1)] baza vektorskog potprostora V ≤ R5. Na�i bar jednu bazu za U + V i bar
jednu bazu za U ∩ V .

4. [5] Neka je preslikavaǌe L : R3 7→ R3 zadato sa L(x, y, z) = (x − 2y − 4z, x − 3y − 6z, 3y + 7z).

a) Dokazati da je L linearni operator.

b) Odrediti matricu operatora L u kanonskoj bazi prostora R3.

v) Da li je operator L invertibilan? Ukoliko jeste, odrediti matricu operatora L−1 u kanonskoj bazi
prostora R3.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
septembar 2018.

1. [5] Rexiti sistem jednaqina:

x+ y−3z+ t− u = 2

2x−3y+ z− t+2u =−3
3x− y− z+3t− u = 4

−x+5y−2z− t−2u = 1

2. [5] Odrediti rang matrice A, izraqunati detA i na�i A−1 ako postoji, ako je

A =




1 −1 −3 −2
2 −1 4 3
4 −3 −2 −1
−1 −1 1 3




3. [5] Neka je e = [e1, e2, e3] baza vektorskog prostora R3, gde je e1 = (1, 1, 1), e2 = (3, 0, 1) i e3 = (−1, 1, 0).

(a) [2] Odrediti matricu prelaska P sa baze e na kanonsku bazu f = [f1, f2, f3], f1 = (1, 0, 0), f2 = (0, 1, 0),
f3 = (0, 0, 1).

(b) [3] Neka je L : R3 −→ R3 linearni operator qija je matrica u bazi e jednaka

[L]e =




1 2 3
3 2 1
−1 −3 −2


 .

Odrediti matricu [L]f operatora L u kanonskoj bazi f .

4. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A, a zatim odrediti, ako postoje,
invertibilnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da je D = P−1AP i na�i A2018, ako je

A =




4 1 −1
2 5 −2
1 1 2


 .

5. [5] Neka je U ≤ R4 potprostor vektorskog prostora R4 koji je generisan vektorima f1 = (1,−1,−3,−5),
f2 = (8, 0,−10,−14), f3 = (−4, 6, 8, 10). Odrediti bar jednu ortonormiranu bazu potprostora U .

6. [5] Odrediti jednaqine ravni koje sadr�e x-osu i zaklapaju ugao π
4 s ravni Oxy.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
jun 2018.

1. [4] Rexiti sistem jednaqina matriqnim metodom:



3 −1 4 2 1
1 0 −2 −1 2
2 −1 6 3 3




2. [6] Neka je dat vektorski prostor M2(R) svih kvadratnih matrica reda 2 nad poǉem R i ǌegovi podskupovi

U =
{
A ∈ M2(R) | trA = 0, A = AT

}
i V =

{[
a a
a a

] ∣∣ a ∈ R
}
.

(a) [2] Dokazati da su podskupovi U i V vektorski potprostori prostora M2(R).

(b) [4] Odrediti barem po jednu bazu i dimenzije za U , V , U + V , U ∩ V . Da li je suma U + V direktna?

3. [5] Neka je L : R3[X ] −→ R3[X ] linearni operator na prostoru polinoma s realnim koeficijentima stepena
maǌeg od 3, koji je dat sa L(a0 + a1x + a2x

2) = a2 + a0x + a1x
2. Odrediti matricu operatora L u bazi

e = [1, x, x2], zatim odrediti KerL, Im L, δ(L) i ρ(L). Da li je L invertibilan? Ako jeste, na�i L−1.

4. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A, a zatim odrediti, ako postoje,
invertibilnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da je D = P−1AP i na�i A2018, ako je

A =




3 −2 4
−2 6 2
4 2 3


 .

5. [5] Neka je 〈·, ·〉 skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[X ] polinoma s realnim koeficijentima stepena
maǌeg od 3, koji je dat sa 〈p, q〉 = p(0)q(0)+p′(1)q′(1)+p′′(2)q′′(2) i neka je U = {p ∈ R3[X ] | p(0)+p′(1)+p′′(2) = 0}.
Odrediti U⊥.

6. [5] Odrediti jednaqinu ravni koja sadrжi pravu p : x−1
2 = y−2

−3 = z+4
1 i normalna je na ravan

α : 2x + y − z + 14 = 0.

Vreme za rad je 180 minuta.

Linearna algebra i analitiqka geometrija
jun 2018.

1. [4] Rexiti sistem jednaqina matriqnim metodom:



3 −1 4 2 1
1 0 −2 −1 2
2 −1 6 3 3




2. [6] Neka je dat vektorski prostor M2(R) svih kvadratnih matrica reda 2 nad poǉem R i ǌegovi podskupovi

U =
{
A ∈ M2(R) | trA = 0, A = AT

}
i V =

{[
a a
a a

] ∣∣ a ∈ R
}
.

(a) [2] Dokazati da su podskupovi U i V vektorski potprostori prostora M2(R).

(b) [4] Odrediti barem po jednu bazu i dimenzije za U , V , U + V , U ∩ V . Da li je suma U + V direktna?

3. [5] Neka je L : R3[X ] −→ R3[X ] linearni operator na prostoru polinoma s realnim koeficijentima stepena
maǌeg od 3, koji je dat sa L(a0 + a1x + a2x

2) = a2 + a0x + a1x
2. Odrediti matricu operatora L u bazi

e = [1, x, x2], zatim odrediti KerL, Im L, δ(L) i ρ(L). Da li je L invertibilan? Ako jeste, na�i L−1.

4. [5] Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A, a zatim odrediti, ako postoje,
invertibilnu matricu P i dijagonalnu matricu D takve da je D = P−1AP i na�i A2018, ako je

A =




3 −2 4
−2 6 2
4 2 3


 .

5. [5] Neka je 〈·, ·〉 skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3[X ] polinoma s realnim koeficijentima stepena
maǌeg od 3, koji je dat sa 〈p, q〉 = p(0)q(0)+p′(1)q′(1)+p′′(2)q′′(2) i neka je U = {p ∈ R3[X ] | p(0)+p′(1)+p′′(2) = 0}.
Odrediti U⊥.

6. [5] Odrediti jednaqinu ravni koja sadrжi pravu p : x−1
2 = y−2

−3 = z+4
1 i normalna je na ravan

α : 2x + y − z + 14 = 0.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
februar 2018.

1. [5] Kramerovim metodom rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

−y+3z+ t =6

−3y+2z+4t =7

−2y− z+3t =1

2. [5] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor polinoma s koeficijentima u R stepena maǌeg od 4. Neka je U ≤ V
potprostor generisan polinomima p1(x) = 1 − x + 3x2 − x3, p2(x) = 3 + 2x + 5x2 i p3(x) = −2 − 8x + 2x2 − 4x3

i neka je W ≤ V potprostor generisan polinomima q1(x) = −1 − 2x + 5x2 + x3, q2(x) = 5 + 3x + 3x2 − 2x3 i
q3(x) = 7 + 7x − 7x2 − 4x3. Odrediti barem po jednu bazu i dimenzije potprostora U , W , U + W i U ∩ W .

3. [4] Neka je L : V → W linearno preslikavaǌe i neka su vektori v1, v2, . . . , vk ∈ V takvi da su vektori
L(v1), L(v2), . . . , L(vk) ∈ W linearno nezavisni. Dokazati da su onda i vektori v1, v2, . . . , vk linearno
nezavisni vektori.

4. [5] Odrediti da li je matrica A dijagonalnog tipa, na�i ǌen karakteristiqni i minimalni polinom i,
ako je dijagonalnog tipa, dijagonalnu matricu D i invertibilnu matricu P takve da je D = P−1AP , ako je

A =




−3 −2 1
0 1 0

−12 −6 4


 .

5. [5] Neka je V = R4 vektorski prostor sa standardnim skalarnim proizvodom 〈·, ·〉 i neka su dati vektori
v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (2, 4, 0, 5), v3 = (4, 8, 6, −2). Na�i vektore u1, u2, u3 takve da je L(u1, u2, u3) = L(v1, v2, v3) i da
su vektori u1, u2, u3 jediniqni i me�usobno ortogonalni.

6. (a) [3] Odrediti jednaqine pravih koje su normalne na pravoj p : 4x − 3y − 3 = 0 i nalaze se na rastojaǌu 4
od taqke A(1, 2).

(b) [3] Odrediti jednaqinu parabole qija je osa prava x − 2y + 1 = 0, qije je teme taqka T (1, 1) i qija je
жiжa taqka F (3, 2).

Linearna algebra i analitiqka geometrija
februar 2018.

1. [5] Kramerovim metodom rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

−y+3z+ t =6

−3y+2z+4t =7

−2y− z+3t =1

2. [5] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor polinoma s koeficijentima u R stepena maǌeg od 4. Neka je U ≤ V
potprostor generisan polinomima p1(x) = 1 − x + 3x2 − x3, p2(x) = 3 + 2x + 5x2 i p3(x) = −2 − 8x + 2x2 − 4x3

i neka je W ≤ V potprostor generisan polinomima q1(x) = −1 − 2x + 5x2 + x3, q2(x) = 5 + 3x + 3x2 − 2x3 i
q3(x) = 7 + 7x − 7x2 − 4x3. Odrediti barem po jednu bazu i dimenzije potprostora U , W , U + W i U ∩ W .

3. [4] Neka je L : V → W linearno preslikavaǌe i neka su vektori v1, v2, . . . , vk ∈ V takvi da su vektori
L(v1), L(v2), . . . , L(vk) ∈ W linearno nezavisni. Dokazati da su onda i vektori v1, v2, . . . , vk linearno
nezavisni vektori.

4. [5] Odrediti da li je matrica A dijagonalnog tipa, na�i ǌen karakteristiqni i minimalni polinom i,
ako je dijagonalnog tipa, dijagonalnu matricu D i invertibilnu matricu P takve da je D = P−1AP , ako je

A =




−3 −2 1
0 1 0

−12 −6 4


 .

5. [5] Neka je V = R4 vektorski prostor sa standardnim skalarnim proizvodom 〈·, ·〉 i neka su dati vektori
v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (2, 4, 0, 5), v3 = (4, 8, 6, −2). Na�i vektore u1, u2, u3 takve da je L(u1, u2, u3) = L(v1, v2, v3) i da
su vektori u1, u2, u3 jediniqni i me�usobno ortogonalni.

6. (a) [3] Odrediti jednaqine pravih koje su normalne na pravoj p : 4x − 3y − 3 = 0 i nalaze se na rastojaǌu 4
od taqke A(1, 2).

(b) [3] Odrediti jednaqinu parabole qija je osa prava x − 2y + 1 = 0, qije je teme taqka T (1, 1) i qija je
жiжa taqka F (3, 2).



Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2018.

1. [4] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

x− y+3z−2w+ t =5

x+3y+5z+6w−3t =7

2x+4y − w+5t =4

3x+ y+4z−5w =8

2. [5] Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 takvi da je U = L(u1, u2, u3) i W = L(w1, w2, w3), gde
je u1 = (2, 5, 3, 1), u2 = (3, 9, 5, 1), u3 = (2, 2, 2, 2) i w1 = (3, 1, 1, 0), w2 = (2, 0, 2, 1), w3 = (4, 2, 0, 1). Na�i bar jednu
bazu i dimenzije prostora U , W , U + W i U ∩ W .

3. [5] Neka je L : R4 −→ R4, L(a, b, c, d) = (a+b−c+4d, −a+b−c−3d, 2a−4b+c, b+2c−3d) linearni operator. Prona�i
matricu preslikavaǌa L u bazi E = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, −1), (0, 0, 1, −1), (0, 0, 0, 1)} prostora R4. Odrediti rang
i defekt preslikavaǌa L i bar jednu bazu za KerL i Im L.

4. [5] Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i, ako jeste, prona�i bar jednu invertibilnu matricu
P i dijagonalnu matricu D takve da je A = PDP−1 i odrediti An, gde je

A =




2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3


 .

5. [5] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor polinoma stepena maǌeg od 4 i neka je skalarni proizvod dat
sa 〈p, q〉 = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0) + p′′′(0) + q′′′(0). Ako je U ≤ V potprostor generisan polinomima
p(x) = x3, q(x) = x2 i r(x) = x − 1, odrediti bar jednu ortonormiranu bazu tog potprostora.

6. [6]

(a) [3] Odrediti taqku Q koja je simetriqna taqki P = (3, 2, 4) u odnosu na ravan α : 6x + 2y − 3z − 75 = 0
kao i projekciju P ′ taqke P na ravan α.

(b) [3] Odrediti jednaqine tangenti iz taqke A(3, 4) na krivu x2 + y2 − 2x − 3 = 0.

Vreme za rad je 180 minuta.

Linearna algebra i analitiqka geometrija
januar 2018.

1. [4] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

x− y+3z−2w+ t =5

x+3y+5z+6w−3t =7

2x+4y − w+5t =4

3x+ y+4z−5w =8

2. [5] Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 takvi da je U = L(u1, u2, u3) i W = L(w1, w2, w3), gde
je u1 = (2, 5, 3, 1), u2 = (3, 9, 5, 1), u3 = (2, 2, 2, 2) i w1 = (3, 1, 1, 0), w2 = (2, 0, 2, 1), w3 = (4, 2, 0, 1). Na�i bar jednu
bazu i dimenzije prostora U , W , U + W i U ∩ W .

3. [5] Neka je L : R4 −→ R4, L(a, b, c, d) = (a+b−c+4d, −a+b−c−3d, 2a−4b+c, b+2c−3d) linearni operator. Prona�i
matricu preslikavaǌa L u bazi E = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, −1), (0, 0, 1, −1), (0, 0, 0, 1)} prostora R4. Odrediti rang
i defekt preslikavaǌa L i bar jednu bazu za KerL i Im L.

4. [5] Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i, ako jeste, prona�i bar jednu invertibilnu matricu
P i dijagonalnu matricu D takve da je A = PDP−1 i odrediti An, gde je

A =




2 −2 −4
−1 3 4
1 −2 −3


 .

5. [5] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor polinoma stepena maǌeg od 4 i neka je skalarni proizvod dat
sa 〈p, q〉 = p(0)q(0) + p′(0)q′(0) + p′′(0)q′′(0) + p′′′(0) + q′′′(0). Ako je U ≤ V potprostor generisan polinomima
p(x) = x3, q(x) = x2 i r(x) = x − 1, odrediti bar jednu ortonormiranu bazu tog potprostora.

6. [6]

(a) [3] Odrediti taqku Q koja je simetriqna taqki P = (3, 2, 4) u odnosu na ravan α : 6x + 2y − 3z − 75 = 0
kao i projekciju P ′ taqke P na ravan α.

(b) [3] Odrediti jednaqine tangenti iz taqke A(3, 4) na krivu x2 + y2 − 2x − 3 = 0.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
popravni kolokvijum 2018.

1. [6] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

3x+3y− z+ t−5w = 4

4x−4y+6z−2t+2w = 8

3x+3y+3z+3t−3w =12

−5x+2y−3z+3t+6w = 5

2. [4] Na�i rang matrice

A =




1 −2 −1 5 8
3 −1 −4 3 4
2 −3 −1 7 11

−2 1 5 −4 −6


 .

3. [6] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor svih polonoma s koeficijentima u R stepena maǌeg od 4 i neka je
U = {p ∈ R4[X ]

∣∣ p(0) = p(1)} ǌegov podskup.

(a) [2] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora V .

(b) [2] Na�i bar jednu bazu potprostora U i odrediti ǌegovu dimenziju.

(v) [2] Ako je W = {p ∈ R4[X ]
∣∣ p(0) = p′(0) = p′′(0) = 0}, odrediti da li je V = U ⊕ W .

4. [8] Neka je L : R4 −→ R4, L(a, b, c, d) = (a+2b+7c+4d, −2a−3c−3d, 2a+b+5c+3d, −a−c). Dokazati da je L linearni
operator. Zatim prona�i matricu preslikavaǌa L u bazi E = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, −1), (0, 0, 1, −1), (0, 0, 0, 1)}
prostora R4 i odrediti ǌen inverz, ukoliko postoji.

5. [6] Neka su U i V potprostori vektorskog prostora R5 takvi da je U = L(u1, u2, u3, u4) i V = L(v1, v2, v3),
gde je u1 = (1, 3, −1, 2, 4), u2 = (2, 5, −1, 4, 5), u3 = (1, 2, 1, 5, 3), u4 = (−1, 1, −4, −5, 6) i v1 = (−1, 0, 0, 2, 1), v2 =
(2, 4, −1, 3, 8), v3 = (5, 4, −1. − 3.5). Odrediti dimenzije potprostora U , V , U + V i U ∩ V .

Vreme za rad je 180 minuta.

Linearna algebra i analitiqka geometrija
popravni kolokvijum 2018.

1. [6] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

3x+3y− z+ t−5w = 4

4x−4y+6z−2t+2w = 8

3x+3y+3z+3t−3w =12

−5x+2y−3z+3t+6w = 5

2. [4] Na�i rang matrice

A =




1 −2 −1 5 8
3 −1 −4 3 4
2 −3 −1 7 11

−2 1 5 −4 −6


 .

3. [6] Neka je V = R4[X ] vektorski prostor svih polonoma s koeficijentima u R stepena maǌeg od 4 i neka je
U = {p ∈ R4[X ]

∣∣ p(0) = p(1)} ǌegov podskup.

(a) [2] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora V .

(b) [2] Na�i bar jednu bazu potprostora U i odrediti ǌegovu dimenziju.

(v) [2] Ako je W = {p ∈ R4[X ]
∣∣ p(0) = p′(0) = p′′(0) = 0}, odrediti da li je V = U ⊕ W .

4. [8] Neka je L : R4 −→ R4, L(a, b, c, d) = (a+2b+7c+4d, −2a−3c−3d, 2a+b+5c+3d, −a−c). Dokazati da je L linearni
operator. Zatim prona�i matricu preslikavaǌa L u bazi E = {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, −1), (0, 0, 1, −1), (0, 0, 0, 1)}
prostora R4 i odrediti ǌen inverz, ukoliko postoji.

5. [6] Neka su U i V potprostori vektorskog prostora R5 takvi da je U = L(u1, u2, u3, u4) i V = L(v1, v2, v3),
gde je u1 = (1, 3, −1, 2, 4), u2 = (2, 5, −1, 4, 5), u3 = (1, 2, 1, 5, 3), u4 = (−1, 1, −4, −5, 6) i v1 = (−1, 0, 0, 2, 1), v2 =
(2, 4, −1, 3, 8), v3 = (5, 4, −1. − 3.5). Odrediti dimenzije potprostora U , V , U + V i U ∩ V .

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija
kolokvijum 2017.

1. [6] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

2x+ y+3z+5w+9u =10

x+2y+ z− w+2u = 6

3x−3y+2z−2w+ u =16

−x+ y−3z+ w = 9

2. [6] Na�i rang matrice A, ǌenu determinantu i ǌen inverz (ukoliko postoji), ako je

A =




1 2 1 0
0 1 −1 1
1 3 1 −2
1 4 −2 4


 .

3. [6] Neka je V = M2×3(R) vektorski prostor nad poǉem R i neka je U =

{[
a b 0
0 0 a

] ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

ǌegov podskup.

(a) [2] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora V .

(b) [2] Na�i bar jednu bazu potprostora U i odrediti ǌegovu dimenziju.

(v) [2] Ako je W =

{[
0 0 c
d e f

] ∣∣∣∣ c, d, e, f ∈ R
}
, odrediti da li je V = U ⊕ W .

4. [6] Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V = R4 takvi da je U = L(u1, u2, u3) i W = L(w1, w2, w3),
gde je u1 = (1, 1, 2, −3), u2 = (3, 1, 0, 2), u3 = (−1, 1, 4, −8) i w1 = (1, −1, −6, 5), w2 = (5, 1, −2, 7), w3 = (2, 1, 2, 1).
Odrediti dimenzije potprostora U , W , U + W i U ∩ W .

5. [6] Neka je L : R4 −→ R3 preslikavaǌe dato sa L(a, b, c, d) = (2a + b − d, a + c + 2d, −b + 3c + 4d). Dokazati da je
L linearno preslikavaǌe i na�i matricu preslikavaǌa L u paru kanonskih baza prostora R4 i R3.

Vreme za rad je 180 minuta.

Linearna algebra i analitiqka geometrija
kolokvijum 2017.

1. [6] Rexiti sistem linearnih jednaqina nad poǉem R:

2x+ y+3z+5w+9u =10

x+2y+ z− w+2u = 6

3x−3y+2z−2w+ u =16

−x+ y−3z+ w = 9

2. [6] Na�i rang matrice A, ǌenu determinantu i ǌen inverz (ukoliko postoji), ako je

A =




1 2 1 0
0 1 −1 1
1 3 1 −2
1 4 −2 4


 .

3. [6] Neka je V = M2×3(R) vektorski prostor nad poǉem R i neka je U =

{[
a b 0
0 0 a

] ∣∣∣∣ a, b ∈ R
}

ǌegov podskup.

(a) [2] Dokazati da je U vektorski potprostor prostora V .

(b) [2] Na�i bar jednu bazu potprostora U i odrediti ǌegovu dimenziju.

(v) [2] Ako je W =

{[
0 0 c
d e f

] ∣∣∣∣ c, d, e, f ∈ R
}
, odrediti da li je V = U ⊕ W .

4. [6] Neka su U i W potprostori vektorskog prostora V = R4 takvi da je U = L(u1, u2, u3) i W = L(w1, w2, w3),
gde je u1 = (1, 1, 2, −3), u2 = (3, 1, 0, 2), u3 = (−1, 1, 4, −8) i w1 = (1, −1, −6, 5), w2 = (5, 1, −2, 7), w3 = (2, 1, 2, 1).
Odrediti dimenzije potprostora U , W , U + W i U ∩ W .

5. [6] Neka je L : R4 −→ R3 preslikavaǌe dato sa L(a, b, c, d) = (2a + b − d, a + c + 2d, −b + 3c + 4d). Dokazati da je
L linearno preslikavaǌe i na�i matricu preslikavaǌa L u paru kanonskih baza prostora R4 i R3.

Vreme za rad je 180 minuta.



Linearna algebra i analitiqka geometrija, 03.09.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




2 −1 −1
−6 6 4
8 −7 −5


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x1 − 2x4 = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (7, 6, 6, 1) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od prostora
W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (1, 1, 1, 1), f2 = (1, 0, 1, 0) i f3 = (−1, 2, 0, 1).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neku ortonormiranu bazu za V . Zatim odrediti
i bazu za V ⊥.

4. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i pravu p :
x− 1

2
=
y − 2

−3 =
z + 4

1
i normalna je na ravan

α : 2x+ y − z + 14 = 0.

5. Svesti jednaqinu krive 11x2 + 24xy + 4y2 − 5 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�e i direktrise.

6. Neka su A i B kvadratne matrice reda n takve da je ǌihov proizvod AB nula matrica. Dokazati da
je rang(A) + rang(B) ≤ n. Za matricu A iz prvog zadatka odrediti matricu B takvu da je AB = 0 i
rang(A) + rang(B) = n.

Linearna algebra i analitiqka geometrija, 03.09.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




2 −1 −1
−6 6 4
8 −7 −5


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x1 − 2x4 = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (7, 6, 6, 1) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od prostora
W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (1, 1, 1, 1), f2 = (1, 0, 1, 0) i f3 = (−1, 2, 0, 1).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neku ortonormiranu bazu za V . Zatim odrediti
i bazu za V ⊥.

4. Odrediti jednaqinu ravni koja sadr�i pravu p :
x− 1

2
=
y − 2

−3 =
z + 4

1
i normalna je na ravan

α : 2x+ y − z + 14 = 0.

5. Svesti jednaqinu krive 11x2 + 24xy + 4y2 − 5 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�e i direktrise.

6. Neka su A i B kvadratne matrice reda n takve da je ǌihov proizvod AB nula matrica. Dokazati da
je rang(A) + rang(B) ≤ n. Za matricu A iz prvog zadatka odrediti matricu B takvu da je AB = 0 i
rang(A) + rang(B) = n.

1



Linearna algebra i analitiqka geometrija, 11.06.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




3 −1 −1
−1 3 1
3 −3 −1


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x− 2y + z − 2t = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (5,−2, 1, 0) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od
prostora W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Neka je V potprostor prostora R5 generisan vektorima f1 = (1, 0, 1, 1, 1), f2 = (−1, 2, 3, 3, 7) i f3 = (1, 2, 8, 6, 9).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. Odrediti jednaqinu prave koja seqe prave p :
x− 2

0
=

y

1
=

z − 6

2
i q :

x− 8

2
=

y + 1

3
=

z − 8

1
i sadr�i taqku

A(1, 2, 3).

5. Svesti jednaqinu krive 2x2−xy+2y2−6 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i napisati
formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu krivu i
odrediti joj �i�e i direktrise.

6. Neka su A i B matrice takve da je definisan proizvod AB. Dokazati da je rang(AB) ≤ min{rang(A), rang(B)}.

Linearna algebra i analitiqka geometrija, 11.06.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




3 −1 −1
−1 3 1
3 −3 −1


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x− 2y + z − 2t = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (5,−2, 1, 0) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od
prostora W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Neka je V potprostor prostora R5 generisan vektorima f1 = (1, 0, 1, 1, 1), f2 = (−1, 2, 3, 3, 7) i f3 = (1, 2, 8, 6, 9).
Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. Odrediti jednaqinu prave koja seqe prave p :
x− 2

0
=

y

1
=

z − 6

2
i q :

x− 8

2
=

y + 1

3
=

z − 8

1
i sadr�i taqku

A(1, 2, 3).

5. Svesti jednaqinu krive 2x2−xy+2y2−6 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i napisati
formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu krivu i
odrediti joj �i�e i direktrise.

6. Neka su A i B matrice takve da je definisan proizvod AB. Dokazati da je rang(AB) ≤ min{rang(A), rang(B)}.

1



Linearna algebra i analitiqka geometrija, 08.02.2017.
Drugi tok

1. Neka je Lα : R3 → R3 familija linearnih operatora definisana sa
Lα(x, y, z) = (x+ αy − z, (α+ 1)x+ 6y − 3z,−x− 2y + (α− 1)z), α ∈ R.

a) Odrediti rang operatora Lα u zavisnosti od realnog parametra α

b) Odrediti jezgro operatora Lα za sluqaj kada je rang operatora jednak 2.

v) Za koje α je Lα invertibilan?

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x+ y + z + t = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (3,−2, 4, 3) na potprostore W i W⊥. Kom od prostora
W i W⊥ vektor v bli�i?

3. Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (5,−3,−1, 1), f2 = (21, 1,−5, 1) i f3 =
(5,−15, 5, 7). Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. Odrediti formule refleksije prostora u odnosu na ravan α : x+ 2y − z + 3 = 0.

5. Svesti jednaqinu krive x2 − xy + y2 − 3y − 1 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�u i direktrisu.

6. Neka je L : V → V linearni operator vektorskog prostora V . Ako je L 6= 0 i ako (∃k ∈ N)Lk = 0:

a) Dokazati da je mL(λ) = λm,m ∈ N minimalni polinom operatora L.

b) Dokazati da za takvo m ∈ N postoji vektor u ∈ V takav da je Lm−1(u) 6= 0.

v) Dokazati da je za takvo u ∈ V , v = Lm−1(u) ∈ KerL ∩ ImL.

Linearna algebra i analitiqka geometrija, 08.02.2017.
Drugi tok

1. Neka je Lα : R3 → R3 familija linearnih operatora definisana sa
Lα(x, y, z) = (x+ αy − z, (α+ 1)x+ 6y − 3z,−x− 2y + (α− 1)z), α ∈ R.

a) Odrediti rang operatora Lα u zavisnosti od realnog parametra α

b) Odrediti jezgro operatora Lα za sluqaj kada je rang operatora jednak 2.

v) Za koje α je Lα invertibilan?

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R4 rexeǌa jednaqine x+ y + z + t = 0.

a) Na�i neke baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (3,−2, 4, 3) na potprostore W i W⊥. Kom od prostora
W i W⊥ vektor v bli�i?

3. Neka je V potprostor prostora R4 generisan vektorima f1 = (5,−3,−1, 1), f2 = (21, 1,−5, 1) i f3 =
(5,−15, 5, 7). Gram-Xmitovim postupkom ortogonalizacije odrediti neke ortonormirane baze za V i V ⊥.

4. Odrediti formule refleksije prostora u odnosu na ravan α : x+ 2y − z + 3 = 0.

5. Svesti jednaqinu krive x2 − xy + y2 − 3y − 1 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�u i direktrisu.

6. Neka je L : V → V linearni operator vektorskog prostora V . Ako je L 6= 0 i ako (∃k ∈ N)Lk = 0:

a) Dokazati da je mL(λ) = λm,m ∈ N minimalni polinom operatora L.

b) Dokazati da za takvo m ∈ N postoji vektor u ∈ V takav da je Lm−1(u) 6= 0.

v) Dokazati da je za takvo u ∈ V , v = Lm−1(u) ∈ KerL ∩ ImL.

1



Linearna algebra i analitiqka geometrija, 25.01.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




10 −11 13
4 −5 8
−4 4 −3


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R3 rexeǌa jednaqine x+ 4y + z = 0.

a) Na�i neke ortonormirane baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (−3, 5, 1) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od prostora
W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Odrediti rang matrice




1 1 −1 1 2
2 3 −3 4 3
−2 0 α+ 1 2 α− 5
2 1 −1 0 α2 + 4


 u zavisnosti od realnog parametra α.

4. Odrediti me�usobni polo�aj pravih p :
x− 2

1
=
y − 2

0
=
z − 2

−1 i q : 2x = y, 3x = z.

5. Svesti jednaqinu krive x2 + 2xy + y2 − 16x + 16 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�u i direktrisu.

6. Neka su U i W razni xestodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 9. Odrediti mogu�e
vrednosti za dimU ∩W . Navesti primer za svaku od vrednosti.

Linearna algebra i analitiqka geometrija, 25.01.2017.
Drugi tok

1. Odrediti karakteristiqni i minimalni polinom matrice A =




10 −11 13
4 −5 8
−4 4 −3


.

Ispitati da li je matrica A sliqna dijagonalnoj i u sluqaju da jeste, na�i bar jednu invertibilnu
matricu P i dijagonalnu D tako da je A = PDP−1. Odrediti An, n ∈ N.

2. Dat je vektorski potprostor W ⊆ R3 rexeǌa jednaqine x+ 4y + z = 0.

a) Na�i neke ortonormirane baze, kao i dimenzije potprostora W i W⊥.

b) Odrediti ortogonalne projekcije vektora v = (−3, 5, 1) na potprostore W i W⊥. Sa kojim od prostora
W i W⊥ vektor v zaklapa maǌi ugao?

3. Odrediti rang matrice




1 1 −1 1 2
2 3 −3 4 3
−2 0 α+ 1 2 α− 5
2 1 −1 0 α2 + 4


 u zavisnosti od realnog parametra α.

4. Odrediti me�usobni polo�aj pravih p :
x− 2

1
=
y − 2

0
=
z − 2

−1 i q : 2x = y, 3x = z.

5. Svesti jednaqinu krive x2 + 2xy + y2 − 16x + 16 = 0 na kanonski oblik izometrijskom transformacijom i
napisati formule transformacije. Koja je to kriva i koliki je ǌen ekscentricitet? Skicirati polaznu
krivu i odrediti joj �i�u i direktrisu.

6. Neka su U i W razni xestodimenzioni potprostori vektorskog prostora V dimenzije 9. Odrediti mogu�e
vrednosti za dimU ∩W . Navesti primer za svaku od vrednosti.

1



Linearna algebra i analitiqka geometrija
11.01.2017.

1. U zavisnosti od realnih parametara α i β rexiti (Gausovim me-
todom) sistem linearnih jednaqina nad poǉemR

x + (2β − 2)y + z = 4

(α + 1)x + y + z = 4

x + (β − 1)y + z = 3.

2. Neka su U = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z + t = 0, x + 2z + 4t = 0} i
W = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z − t = 0, x + y + 3t = 0, 2x + 2y + z + 2t = 0}
potprostori vektorskog prostora R4. Na�i bar jednu bazu kao i
dimenziju prostora U , W , U + W i U ∩ W . Da li je suma U + W

direktna?

3. Neka je L : R4 → R3 linearno preslikavaǌe definisano sa
L(x, y, z, t) = (x + 2y + 4z, 3x + 3y + 4z − 3t, 2x− 2y − 6t).
Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na par kanonskih baza
prostora R4 i R3. Odrediti rang, defekt i neke baze slike i jezgra
preslikavaǌa L.

4. a) Dokazati da je preslikavaǌe L : R3 → R3 definisano sa
L(x, y, z) = (x+y+z, 2x+y+4z,−x−4z) linearni operator vektorskog
prostora R3.

b) Ispitati da li je operator L invertibilan i ako jeste, odrediti
matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu e prostora R3.

5. Neka je A =




0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
... ... ... . . . ... ...

n− 2 n− 3 n− 4 · · · 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0



. Odrediti detA.

Odrediti rang(A), obrazlo�iti.

6. Aka je u = (1, 2, 3, 4), v = (1, 1, 1, 1), x = (1, 0,−1,−2), y = (−2,−5,−8,−11)
i z = (0, 1, 2, 3) ispitati da li je L(u, v) = L(x, y, z)

SRE�NO!
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Linearna algebra i analitiqka geometrija
11.01.2017.

1. U zavisnosti od realnih parametara α i β rexiti (Gausovim me-
todom) sistem linearnih jednaqina nad poǉemR

x + (2β − 2)y + z = 4

(α + 1)x + y + z = 4

x + (β − 1)y + z = 3.

2. Neka su U = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z + t = 0, x + 2z + 4t = 0} i
W = {(x, y, z, t) ∈ R4 | x + y + z − t = 0, x + y + 3t = 0, 2x + 2y + z + 2t = 0}
potprostori vektorskog prostora R4. Na�i bar jednu bazu kao i
dimenziju prostora U , W , U + W i U ∩ W . Da li je suma U + W

direktna?

3. Neka je L : R4 → R3 linearno preslikavaǌe definisano sa
L(x, y, z, t) = (x + 2y + 4z, 3x + 3y + 4z − 3t, 2x− 2y − 6t).
Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na par kanonskih baza
prostora R4 i R3. Odrediti rang, defekt i neke baze slike i jezgra
preslikavaǌa L.

4. a) Dokazati da je preslikavaǌe L : R3 → R3 definisano sa
L(x, y, z) = (x+y+z, 2x+y+4z,−x−4z) linearni operator vektorskog
prostora R3.

b) Ispitati da li je operator L invertibilan i ako jeste, odrediti
matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu e prostora R3.

5. Neka je A =




0 1 2 · · · n− 2 n− 1

1 0 1 · · · n− 3 n− 2

2 1 0 · · · n− 4 n− 3
... ... ... . . . ... ...

n− 2 n− 3 n− 4 · · · 0 1

n− 1 n− 2 n− 3 · · · 1 0



. Odrediti detA.

Odrediti rang(A), obrazlo�iti.

6. Aka je u = (1, 2, 3, 4), v = (1, 1, 1, 1), x = (1, 0,−1,−2), y = (−2,−5,−8,−11)
i z = (0, 1, 2, 3) ispitati da li je L(u, v) = L(x, y, z)

SRE�NO!

2



Linearna algebra i analitiqka geometrija
16.11.2016.

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti (Gausovim meto-
dom) sistem linearnih jednaqina nad poǉemR
x + y + z = 1

x + ay + z = b

x + a2y + z = b.

2. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 generisani re-
dom vektorima
u1 = ( 1, 2, 3, 4 ), w1 = ( 1, 1, 1, 1 ),

u2 = ( 4, 3, 2, 1 ), w2 = ( 2, 2, 4, 3 ),

u3 = ( 1, 1, 1, 2 ), w3 = ( 1, 1, 5, 4 ).
Na�i bar jednu bazu kao i dimenziju prostora U , W , U+W i U∩W .

3. Neka je U = {(a, b, c, d) ∈ R4 | a + c = 0}.
a) Dokazati da je U vektorski potprostor prostora R4 i odrediti

mu bazu i dimenziju.

b) Ako je W = {(−2t, 0, 0, 3t)|t ∈ R} 6 R4, ispitati da li je R4 = U⊕W .

4. a) Dokazati da je preslikavaǌe L : R3 → R3 definisano sa
L(x, y, z) = (x + 2y + 3z, 2x + 3y + 8z, x + 2y + 4z) linearni operator
vektorskog prostora R3.

b) Odrediti rang, defekt i neke baze jezgra i slike operatora L.

v) Ispitati da li je operator L invertibilan i ako jeste, odrediti
matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu e prostora R3.

5. Neka je A =




a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
... ... ... . . . ...
b b b · · · a



n×n

. Odrediti detA. Ako je n = 2016

na�i neke a, b ∈ R za koje je rang(A) = 2016, i obrazlo�iti.

6. Aka su u, v, w linearno nezavisni vektori vektorskog prostora V

ispitati da li su vektori u+ v, u− v, u− 2v+w linearno nezavisni.

SRE�NO!

1



Linearna algebra i analitiqka geometrija
16.11.2016.

1. U zavisnosti od realnih parametara a i b rexiti (Gausovim meto-
dom) sistem linearnih jednaqina nad poǉemR
x + y + z = 1

x + ay + z = b

x + a2y + z = b.

2. Neka su U i W potprostori vektorskog prostora R4 generisani re-
dom vektorima
u1 = ( 1, 2, 3, 4 ), w1 = ( 1, 1, 1, 1 ),

u2 = ( 4, 3, 2, 1 ), w2 = ( 2, 2, 4, 3 ),

u3 = ( 1, 1, 1, 2 ), w3 = ( 1, 1, 5, 4 ).
Na�i bar jednu bazu kao i dimenziju prostora U , W , U+W i U∩W .

3. Neka je U = {(a, b, c, d) ∈ R4 | a + c = 0}.
a) Dokazati da je U vektorski potprostor prostora R4 i odrediti

mu bazu i dimenziju.

b) Ako je W = {(−2t, 0, 0, 3t)|t ∈ R} 6 R4, ispitati da li je R4 = U⊕W .

4. a) Dokazati da je preslikavaǌe L : R3 → R3 definisano sa
L(x, y, z) = (x + 2y + 3z, 2x + 3y + 8z, x + 2y + 4z) linearni operator
vektorskog prostora R3.

b) Odrediti rang, defekt i neke baze jezgra i slike operatora L.

v) Ispitati da li je operator L invertibilan i ako jeste, odrediti
matricu operatora L−1 u odnosu na kanonsku bazu e prostora R3.

5. Neka je A =




a b b · · · b

b a b · · · b

b b a · · · b
... ... ... . . . ...
b b b · · · a



n×n

. Odrediti detA. Ako je n = 2016

na�i neke a, b ∈ R za koje je rang(A) = 2016, i obrazlo�iti.

6. Aka su u, v, w linearno nezavisni vektori vektorskog prostora V

ispitati da li su vektori u+ v, u− v, u− 2v+w linearno nezavisni.

SRE�NO!
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